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本 书 从 工程 实际 出 发 ， 


系统 地 讲述 了 非 线性 振动 问题 的 几 种 主要 


解析 方法 : 精确 解法 、 传 统 小 参数 法 、 多 尺度 法 、 平 均 法 和 渐 近 法 
等 。 讨 论 了 非 线性 系统 周期 解 的 稳定 性 问 感 ， 并 对 非 线性 振动 系统 的 
图 解 方法 、 数 值 方法 做 了 扼要 介绍 ， 从 基本 原理 和 应 用 的 角度 出 发 叙 
述 了 分 岔 与 混 汪 ， 最 后 讨论 了 非 线性 振动 的 控制 和 利用 的 若干 结果 。 
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E ”原籍 浙江 温岭 ，1930 年 9 月 生 于 杭州 市 ， 现 
为 忒 北大 学 机 被 工程 与 自动 化 学 院 教授 ， 视 械 电子 工程 研究 
所 所 长 。 现 任 中 国 振动 工程 学 会 理事 长 ，IFToMM (国际 机 
器 理论 与 机 构 学 联合 会 ) 中 国 委员 会 委员 ， 国 际 转子 动力 学 
E 技术 委员 会 委员 ， 曾 企及 现任 第 六 、 七 、 八 、 九 届 全 国政 协 
委员 ， 国 务 院 学 位 委员 会 第 二 、 三 、 四 届 机 械 工 程 学 科 评 议 
ARN: 亚太 振动 会 议 指 导 委员 会 委员 ， 日 前 担任 《振动 工 
Fi» EMEN X44, (ИТ), 、《 非 线性 动力 学 学 报 》 等 
多 种 杂志 编 委 及 顾问 。 还 兼任 上 海 交通 大 学 “振动 、 冲 击 、 
噪声 ”国家 重点 实验 室 和 大 连理 工大 学 “工业 装备 结构 分 析 ” 国 家 重点 实验 室 学 术 委员 会 
主任 ， 浙 江 大 学 “液压 传动 与 控制 ”国家 重点 实验 寅 学 术 委 员 会 委员 、 浙 江 经 济 管理 专修 
学 院 院 长 等 ， 曾 任 及 现任 同济 大 学 、 浙 江 工业 大 学 、 吉 林业 大 学 、 南 京 航空 航天 大 学 
南京 理工 大 学 、 合 肥 工 业 大 学 、 此 南 交通 大 学 、 青 岛 海洋 大 学 、 广 东 工 业 大 学 等 二 十 余 所 
大 学 的 兼职 教授 、 顾 问 教授 或 名 誉 教授 。1984 年 被 评 为 全 国 第 一 批 有 突出 贡献 的 中 青年 
专家 ， 并 享受 国家 特殊 津贴 ，1991 年 当选 为 中 国 科学 院 院士 。 

他 系统 地 研究 和 发 展 了 振动 学 与 机 器 学 相 结合 的 新 学 科 “ 振 动 利用 工程 学 "。 还 研究 
了 转子 动力 学 、 机 械 系 统 非 线性 振动 理论 及 上 应用、 机械 故 障 的 振动 诊断 、 机 电 - - 体 化 以 及 
工程 机 械 理论 的 某 些 问题 。 曾 发 表 论文 360 篇 ， 专 著 和 主编 的 论文 集 10 АН: tE (R 
动机 械 的 理论 及 应 用 》 寺 1983 年 获 全 国 优秀 科技 图 书 一 等 奖 ， 参 加 编写 各 主编 的 著作 、 
教材 和 论文 集 有 《振动 笠 、 振 动 给 料 机 、 振 动 输送 机 的 设计 与 调试 )》、《 高 等 转子 动力 学 )》、 
《机 械 振 动 学 》 Proceedings of International Conference on Vibration Engineering 1998). 和 


(Proceedings of International Conference on Mechanical Dynamics” 1987) 等 。 

他 曾 和 科研 组 同志 一 起 研制 成 功 十 多 种 新 型 振动 机 被 和 工程 机 械 ， 曾 获 国 际 奖 两 项 
国家 级 奖 4 项 ， 省 、 部 、 委 级 奖 10 项 。 所 研制 的 “惯性 共振 式 福 率 第 ” 获 国家 发 明 二 等 
奖 和 国际 发 明博 览 会 “ 尤 里 卡 ”金奖 ， 他 还 获 该 博览 会 的 “骑士 ”奖章 一 枚 ; 所 研制 的 
“ 激 振 器 偏转 式 大 型 冷 矿 振 动 禾 ” 芍 国家 科技 进步 三 等 奖 ; 有 多 项 成 果 达 到 国际 先进 水 平 ， 
取得 了 重大 经 济 效益 和 社会 效益 。 目 前 正在 从 事 国家 自然 科学 基金 重大 项 目 “ 大 型 旋转 机 
械 非 线性 动力 学 问题 "、973 和 863 项 目 以 及 其 他 自然 科学 基金 项 目 和 横向 科研 等 10 余 个 
项 目的 研究 工作 。 

他 指导 的 和 联合 指导 的 во 余 名 研究 生 ， 有 50 名 取得 了 硕士 学 位 ， 有 26 名 取得 了 博 
士 学 位 。 他 还 曾 指导 博士 后 4 名 ， 俄 罗斯 和 哈萨克 斯 坦 访问 学 者 各 1 名 。 

曾 组 织 三 次 国际 学 术 会 议 ， 并 担任 该 国际 会 议 的 学 术 委 员 会 主席 ， 主 编 国际 学 六 会 议 
论文 集 三 种 。 曾 应 邀 去 日 、 澳 、 德 等 国 讲 学 ， 做 过 20 余 次 学 术 报 告 。 还 曾 参加 在 前 苏联 、 
英国 、 美 国 、 日 本 、 澳 大 利 亚 、 意 大 利 、 加 拿 大 、 芬 兰 、 捷 克 、 保 如 利 亚 、 匈 牙 利 、 西 班 
牙 、 蕊 来 西亚 、 新 加 坡 等 10 多 个 国家 召开 的 国际 学 术 会 议 20 余 次 ， 宣 读 论 文 40 Af 
曾 在 国际 学 术 会 议 上 多 次 作 大 会 特 六 报告 ， 还 曾 访问 瑞 七 、 瑞 典 、 韩 国 、 泰 国 、 波 兰 、 拉 
脱 维 亚 、 乌 克 兰 等 国 。 他 还 曾 多 次 被 评 为 辽宁 省 劳动 模范 和 沈阳 市 特等 劳动 模范 。 


李 以 农 、1961 年 7 月 生 ， 籍 贯 河南 新 野 。 工 学 博士 ， 
现 为 重庆 大 学 机 械 传 动 国家 重点 实验 室 副 教授 。 

1983 年 7 月 毕业 于 西安 公路 交通 大 学 汽车 工程 系 ， 获 
学 士 学 位 。1993 年 3 月 在 重庆 大 学 汽车 系 获 工学 硕士 学 位 。 
1999 年 3 月 在 东北 大 学 机 械 工 程 与 自动 化 学 院 区 博士 学 位 。 

主要 从 事 非 线 性 振动 的 理论 及 应 用 、 振 动 的 利用 与 控 
制 、 汽 车 系统 动力 学 等 方面 的 研究 工作 。 曾 参加 及 主持 国家 
和 省 、 市 等 科研 项 目 8 项 。 在 国内 外 学 术 期 刊 和 国际 学 术 会 
议 上 发 表 论文 50 dd. 1997 年 9 月 至 1998 年 9 月 赴 日 本 东 
北大 学 工学 部 机 械 电 子 工学 科 参 加 国际 合作 项 目 研究 。 


ЖИРУ 1969 年 3 月 生 ， 原 籍 山东 济宁 。 工 学 博士 ， 
现 为 东北 大 学 机 械 工程 与 自动 化 学 院 副教授 ， 并 任 副 院 长 职 
务 。1990 年 在 鞍山 钢铁 学 院 机 械 工程 系 获 学 士 学 位 。 毕 业 
后 被 推荐 免试 攻读 硕士 ，1993 年 3 月 获 硕 士 学 位 ，1996 年 
在 东北 大 学 机 械 工程 与 自动 化 学 院 莫 博士 学 位 。 

主要 从 事 非 线性 振动 理论 与 应 用 、 动 力 有 限 元 分 析 、 栅 
械 动 态 设计 及 工程 机 械 设计 理论 的 研究 工作 ， 兽 参加 多 项 国 
家 自然 科学 基金 科研 课题 的 研究 ， 发 表 论 文 30 余 简 ， 参 加 
编写 教材 与 著作 多 种 。2001 年 5 月 至 9 月 在 德国 莫 尼 黑 大 


学 作 访问 学 者 。 
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在 物质 世界 里 到 处 存在 着 各 种 形式 的 振动 〈 包 括 波动 )。 人 奖 自 身 的 各 种 器 官 每 时 每 
刻 都 处 在 振动 之 中 ， 例 如 ， 心 脏 的 搏动 、 血 液 的 循环 、 肺 部 的 张 缩 呼吸 、 脑 的 思维 以 及 耳 
膜 和 声带 的 振动 等 ， 离 开 振动 人 类 将 无 法 生存 。 从 人 类 的 生产 活动 和 生活 的 周围 环境 来 
说 ， 振 动 也 是 无 处 不 有 ， 例 如 汽车 、 火 车 、 飞 机 及 机 械 设备 的 振动 ; 家 用 电器 、 钟 表 的 振 
动 ; 地 震 以 及 声 、 电 、 磁 、 光 的 波动 等 等 。 从 广义 的 角度 来 看 ， 在 社会 经 济 生活 中 ， 经 济 
的 增长 与 衰减 、 股 市 的 升 跌 和 振荡 等 ， 都 可 以 归纳 为 不 同形 式 的 振动 在 自然 界 及 宇宙 
中 ， 振 动 和 波动 的 例子 也 不 胜 枚 举 ， 例 如 月 亮 的 轴 缺 、 潮 沙 的 环 落 、 一 些 植 物 年 复 一 年 的 
生长 与 枯 著 等 等 

振动 可 分 为 有 害 的 振动 和 有 用 的 振动 两 大 类 。 人 饮 如 ， 运 载 工具 的 振动 会 使 条 客 感到 不 
舒适 ， 环 境 噪 声 使 人 烦躁 不 安 ; 共振 及 次 谐 波 共振 会 引起 机 械 设备 、 桥 梁 结 构 及 飞 桃 的 破 
坏 。 地 震 使 人 民生 命 财产 遭受 巨大 损失 ， 对 于 这 些 有 害 振动 ， 科 技工 作者 已 付出 了 很 大 努 
力 ， 设 法 采取 有 效 措施 加 以 限制 以 至 完全 消除 。 振 动 也 有 广泛 的 用 途 ， 合 理 地 利用 振动 也 
能 给 人 类 造福 ， 改 善人 民 的 生活 条 件 。 例 如 ， 拨 动 琴 弦 能 发 出 美妙 动人 的 音乐 ;在 医疗 方 
面 ， 利 用 超声 波 能 诊断 、 治 疗 疾病 ; 在 工程 建筑 中 ， 广 泛 采 用 振动 沉 桩 、 振 动 拔 柱 ， 以 及 
混凝土 灌注 时 的 振动 的 加 等 ， 在 电子 和 通讯 工程 方面 ， 录 音 机 、 电 视 机 、 收 音 机 、 程 控 电 
话 等 诸多 电子 器 件 以 及 电子 计时 装置 和 通讯 系统 使 用 的 谐振 器 等 都 是 由 于 振动 才 得 以 有 效 
地 工作 ; 在 工程 地 质 方面 ， 利 用 振动 进行 检测 和 地 质 勤 探 ; 在 原油 开采 上 ， 还 可 利用 振动 
提高 原油 产量 ;在 海洋 工程 方面 ， 海 浪 波动 的 能 量 可 以 用 来 发 电 ， 在 工矿 企业 ， 利 用 振动 
设备 可 完成 许多 工艺 过 程 ， 或 提高 菏 些 机 器 的 工作 效率 。 最 近 三 十 多 年 来 ， 应 用 振动 原理 
而 工作 的 机 器 (振动 机 械 ) 得 到 了 迅速 发 展 。 据 不 完全 统计 ， 目 前 已 用 于 工业 生产 的 振动 
机 有 数 百 种 之 多 ， 如 振动 压路机 、 据 动 给 料 机 和 振动 成 型 机 等 。 
为 了 最 大 限度 地 抑制 那些 有 害 的 振动 ， 或 者 有 效 地 利用 那些 有 用 的 振动 ， 首 要 的 任务 
是 弄 清 振动 的 机 理 ， 揭 未 和 了 解 振 勒 的 内 在 规律 及 其 外 部 影响 因素 。 因 此 ， 对 振动 的 机 理 
进行 研究 是 一 项 十 分 迫切 的 任务 。 

振动 按 其 特性 可 分 为 线性 和 非 线性 振动 商 类 。 严 格 地 说 ， 绝 大 多 数 振动 系统 都 是 非 线 
性 的 ， 在 非 线性 因素 较 弱 的 情况 下 ， 非 线 丛 振 动 系统 可 按 线性 振动 系统 来 近似 处理。 人 
是 ， 工 程 中 的 不 少 非 线性 振动 问题 在 忽略 非 线性 因素 的 情况 下 进行 分 析 与 计算 ， 所 得 结果 
与 实际 相 比 会 有 很 大 的 误差 ， 甚 至 会 得 出 错误 的 结论 。 这 是 因为 在 非 线性 振动 与 线性 振动 
之 间 存 在 着 许多 本 质 的 区 别 ， 因 此 只 有 利用 非 线性 振动 的 理论 和 方法 ， 才 能 和男 清 那些 非 线 
性 扩 动 问题 。 国 内 外 的 许多 科学 工作 者 曾 致力 于 非 线性 振动 理论 的 研究 ， 力 图 提出 较 完善 
的 方法 来 处 理 这 些 非 线性 振动 问题 ， 非 线性 振动 的 研究 工作 得 到 了 较 大 的 发 展 ， 无 论 是 关 
于 定量 研究 或 是 定性 研究 都 提出 了 一 些 新 的 方法 ， 关 于 非 线性 振动 的 控制 和 利用 也 取得 了 
很 大 的 发 展 。 特 别 是 对 混沌 现象 的 揭示 及 对 其 研究 得 到 了 一 些 结果 ， 被 认为 是 20 世纪 科 
学 领域 的 重大 发 现 和 重要 成 就 之 一 。 再 由 于 近 30 年 来 计算 机 找 术 的 迅速 发 展 ， 许 多 非 线 


.2. E Җ%, #1 F LL LE ELS 


性 振动 问题 可 以 借 配 数值 计 鼻 与 数值 模拟 方法 予以 解决 ， 这 就 使 得 对 非 线 性 振动 问题 的 求 
解 向 前 推进 了 一 大 步 。 

本 书 主要 讨论 非 线 性 振动 理论 中 的 解析 方法 。 但 为 使 读者 较 全 面 了 解 非 线性 控 动 的 其 
他 方法 及 非 线性 振动 的 最 新 发 展 ， 书 中 还 扼要 介绍 非 线性 振动 系统 的 图 解 方法 、 数 值 方法 
及 分 岔 与 混沌 。 虽 然 直 到 现在 ， 求 解 多 自由 度 非 线性 振动 系统 还 没有 精确 的 解析 方法 ， 但 
近似 的 解析 方法 在 研究 多 数 弱 非 线性 振动 系统 时 仍然 是 十 分 有 效 的 ， 面 且 也 是 科技 工作 者 
必须 掌握 的 方法 。 

本 韦 是 作者 在 从 事 非 线性 振动 的 教学 与 科研 30 多 年 的 基础 上 编写 而 成 的 。 编 写 的 出 
发 点 是 以 工程 应 用 为 目的 ， 因 此 本 书 以 讲述 非 线 性 系统 定量 计算 方法 为 重点 ， 并 介绍 如 何 
运用 这 些 方法 ， 举 出 了 一 些 应 用 实例 。 有 关 定 性 方面 的 问题 只 讲述 一 些 必要 的 基本 知识 。 

本 书 力图 从 以 下 几 个 方面 突出 它 的 特点 : 

1. 从 工程 实际 问题 出 发 ， 讨 论 各 种 非 线性 振动 问题 的 求解 方法 。 

2. 为 使 读者 较 全 面 地 掌握 非 线性 折 动 系统 的 定量 求解 方法 ， 本 书 力图 较 系统 地 讲述 
非 线 性 宕 动 问题 的 各 种 解法 。 

3. 提出 含有 非 线 性 惯性 力 的 非 线性 振动 系统 的 求解 方法 。 

4. 讨论 了 工程 中 常用 的 多 种 对 称 和 不 对 称 的 分 段 线性 的 非 线性 系统 和 滞 回 系统 的 求 
解 方法 。 

5. 提出 用 平均 线性 化 系统 代替 非 线性 方程 的 派生 系统 ， 可 使 求解 过 程 加 速 对 实际 工 
md. 

6. 研究 工程 中 常见 的 但 变 参 数 系统 的 分 析 方法 及 工程 实例 。 

7. 在 “ 非 线性 振动 方程 的 解 的 物理 性 质 ” 一 章 中 ， 举 出 了 工程 中 的 频率 俘获 的 例子 ; 
在 “运动 稳定 性 ”一 章 中 ， 举 出 若干 判别 周期 运动 稳定 性 的 实例 。 

8. 随 着 工业 自动 化 的 发 展 ， 工 程 非 线 性 振动 的 控制 技术 也 得 到 了 突飞猛进 的 发 展 。 
本 书包 括 了 非 线 性 振动 系统 控制 的 内 容 。 

9. 一 于 振动 利用 工程 学 的 发 展 ， 本 书 还 叙述 了 非 线性 振动 与 波动 利用 技术 的 一 些 实 
际 问题 。 

本 书 共 分 十 六 章 ， 第 一 章 介 绍 工程 中 的 非 线性 振动 实例 及 常见 的 非 线性 振动 方程 ; 第 
二 章 讲述 非 线 性 振动 方程 的 精确 解 涛 ; 第 三 章 讨论 几 种 传统 的 近似 解法 ; 第 四 章 至 第 七 章 
讲述 单 自 由 度 系统 传统 小 参数 法 ， 多 尺度 法 ， 平 均 法 和 渐 近 法 ; 第 八 章 介绍 多 自由 度 系 统 
的 渐 近 方法 ; 第 九 章 讨论 慢 变 参 数 系统 的 渐 近 方法 ; 第 十 章 介绍 强 非 线性 系统 的 求解 方 
法 ; 第 十 一 章 叙述 非 线 性 方程 解 的 物理 性 质 ; 第 十 二 章 讨论 周期 解 的 稳定 性 ; 第 十 三 章 介 
绍 非 线性 振动 的 图 解 方法 和 数值 方法 ; 第 十 四 章 介绍 分 岔 和 混沌 ;第 十 五 章 和 第 十 六 章 分 
别 饮 述 非 线性 振动 系统 的 控制 和 利用 。 

本 书 第 一 至 第 妃 章 、 第 十 一 、 十 二 和 第 十 三 、 十 六 章 的 部 分 内 雁 由 曾 邦 椿 编写 ， 第 十 
三 章 、 十 四 章 部 分 内 容 由 文成 秀 编写 ， 第 十 五 章 及 第 十 六 章 的 部 分 内 容 由 李 以 农 编写 ， 第 
十 章 及 本 书 多 数 章节 的 计算 与 思考 由 韩 清 凯 编 写 ， 第 十 二 章 部 分 内 容 和 第 十 四 章 分 岔 部 分 
及 混沌 实例 由 袁 囊 群 编写 ， 本 书 附录 A 由 徐 培 民 编 写 。 在 编写 本 书 的 过 程 中 ， 我 们 曾 得 
到 同行 专家 们 的 大 力 帮 助 ， 他 们 对 本 书 的 内 容 提出 了 不 少 宝 贵 的 修改 意见 。 这 些 专 家 是 黄 
文 谋 院士、 陈 于 总 教授 、 徐 建 学 教授 、 关 立 章 教授 、 胡 海 岩 教授 、 金 基 铎 教授 等 。 在 完成 
书稿 过 程 中 还 得 到 我 的 博士 后 和 博士 研究 生 章宗 杰 、 衰 惠 群 、 李 鸿 光 、 何 部 、 徐 培 民 、 杨 
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第 一 章 “ 工 程 非 线性 振动 实例 


1.1 研究 非 线 性 振动 问题 的 工程 意义 


人 类 生活 在 到 处 存在 着 振动 (包括 波动 ) 的 物质 世界 里 ,这 不 只 是 说 人 的 周转 环境 存在 
着 振动 ,而 且 人 体 自 身 的 许多 器 官 及 循环 系统 也 都 处 在 不 间断 的 振动 之 中 。 人 类 从 有 智 下 
时 起 ,就 开始 和 那些 有 害 的 振动 展开 了 百折不挠 的 斗争 ,总 是 设法 预防 和 限制 以 至 消除 它 带 
来 的 危害 ,例如 对 待 地 震 就 是 如 此 ; 另 一 方面 ,人 类 也 设法 利用 那些 有 用 的 振动 , 使 它 更 好 地 
为 人 民 服 务 , 为 人 类 造福 。 

振动 的 种 类 繁多 ,形式 各 异 , 它们 存在 于 各 个 角落 .各 种 场所 、 各 个 部 门 。 例 如 , 建筑 物 
和 和 机 器 的 振动 ,地 角 , 声 和 光 的 波动 ,无线 电 技术 和 电工 学 中 的 振动 , 磁 系 中 的 振动 , 控制 系 
统 的 振动 ,同步 加 速 器 与 火箭 发 动机 中 的 振动 。 此 外 ,还 有 生物 力学 及 生态 学 中 的 振动 ,化 
学 反应 过 程 中 的 振动 ,以 及 社会 经 济 领域 中 的 振动 等 。 自 然 界 与 工程 技术 各 部 门 中 存在 的 
振动 可 分 为 线性 振动 与 非 线性 振动 两 大 类 。 就 机 械 振 动 而 言 , 线性 振动 是 指 该 系统 中 的 亿 
复 力 阻尼 力 和 惯性 力 分 别 是 人 位移、 速度 和 加 速度 的 线性 丽 数 , 即 在 直角 坐标 中 它们 之 间 的 
关系 时 直线 变化 的 形式 , 不 具备 上 述 线性 关系 的 振动 则 称 为 非 线性 振动 ,自然 界 与 工程 技术 
各 部 门 中 的 振动 , 绝 大 多 数 都 属于 非 线性 振动 这 一 类 。 

随 着 工农 业 生 产 与 科学 技术 的 迅速 发 展 ,在 工程 技术 各 部 门 中 下 到 的 大 量 非 线性 振动 
问题 叹 待 进行 深入 研究 和 解 尖 。 对 这 类 问题 的 研究 工作 大 致 可 以 分 为 以 下 三 方 而 的 内 容 : 
《1) 非 线性 振动 的 机 理 ;(2) 非 线性 振动 的 抑制 和 控制 ;(3) 非 线性 振动 的 利用 。 

关于 非 线 性 振动 的 机 理 的 研究 国内 外 许多 科技 工作 者 进行 了 大 量 的 卓有成效 的 研 
究 L-21。 但 在 工程 技术 部 门 ,仍然 有 许多 非 线性 振动 问题 的 机 理 研究 得 还 很 不 充分 ， 例 
如 ,对 于 一 些 在 复杂 非 线性 因素 影响 下 的 强 非 线性 多 自由 度 系 统 的 精确 求解 、 复 杂 时 变 过 程 
的 特性 、 复 杂 系 统 失 稳 的 机 理 、 复 杂 自 激 振 动 的 起 因 和 发 展 过 程 , 一 些 重大 机 械 设备 产生 好 
大 事故 和 发 生 破 坏 的 原因 , 亚 谐 分 岔 解 的 形成 ,混沌 运动 的 产生 等 等 。 

在 抑制 与 控制 有 害 的 非 线性 振动 的 研究 工作 方面 , 已 取得 了 许多 重要 的 研究 成 
ges 9 10, 12, 25.26, 27, 36, 38, 39, 43, 45, 55, 58, 90, 101, 109, 127, 13). ШЕ t, EXEC ER BS BRR 你 所 
周知 ,地 震 会 给 人 民生 命 财 产 造成 重大 损失 。 但 目前 有 关 地 震 的 预报 及 预防 还 停留 在 有 限 
的 水 平 上 , 直到 现在 还 没有 一 种 较 完善 的 和 可 佛 的 技术 对 地 震 进行 准确 的 监测 、 预 报 和 于 
防 。 在 国内 外 , 重大 机 械 设 备 廊 屡 发 生 严 重 的 破坏 事故 ,每 一 事故 的 发 生 痢 会 造成 重大 的 经 
济 损失 ,目前 虽 已 研制 出 一 些 可 进行 在 线 监测 和 诊断 的 设备 ,但 其 准确 性 和 可 车 性 还 没有 达 
到 理想 的 地 步 。 火 箭 发 射 失败 多 数 也 是 由 于 振动 或 控制 失灵 所 引起 的 , T pnma cd 
仍 是 研究 工作 者 一 项 迫切 的 任务 。 在 水 下 航行 的 潜艇 , 由 于 噪声 过 大 , 极 易 暴 圳 目标 ,如 何 
降低 噪声 和 对 噪声 进行 控制 自然 是 设计 与 开发 潜艇 的 头等 齐 要 的 课题 。 前 述 例子 中 的 绝 天 
多 数 是 属于 非 线性 振动 问题 ,加强 对 非 线性 振动 抑制 和 控制 的 研究 是 一 项 上 分 迫切 的 任务 。 

非 线性 振动 的 利用 最 近 二 十 多 年 来 得 到 了 迅速 的 发 展 , 无 论 是 在 实际 应 用 方面 的 研究 ， 
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还 是 在 理论 方面 的 研究 ， 都 XB T j HERE Ri HR DS 99, 3.25. .37,38, 65, 65,97, 129, 130, 131,132]. АЖ 
生活 与 生产 活动 中 , 几乎 任何 时 刻 都 离 不 开 振 动 ,目前 ,振动 已 成 为 人 类 生活 与 工农 业 生 产 等 
许多 方面 几乎 是 一 种 不 可 缺少 的 环节 各 必要 的 机 制 。 例 如 ,一 些 作物 的 种 子 采 用 射线 适当 处 
理 ,可 以 在 一 定 程度 上 提高 产量 ;在 医疗 方面 ,利用 超声 可 治疗 与 诊断 多 种 疾病 ;在 工程 地 质 领 
域 ,利用 振动 可 以 对 地 下 资源 进行 勘探, 在 石油 开采 工作 中 利用 振动 可 提高 原油 产量 ;在 海洋 
工程 方面 ,海浪 波动 的 能 量 可 以 用 来 发 电 ;在 土 建 工程 中 也 广泛 利用 了 振动 , 例如 , 振动 沉 拔 
Е бару ,修筑 高 速 公 路 时 路 基 与 路 面 的 振动 压 实 ( 讨 路 ) 与 振动 推 铺 , 以 及 浇灌 混凝土 时 
的 振动 的 实 等 ;在 治 金 ,煤炭 ,化 工 ` 机 械 、 电 力 、 食 品 加 工 等 部 门 ,广泛 应 用 振动 给 料 、 振 动 输 
送 、 振 动 筛 分、 振动 冷却 、 振 动 烘 于 、 振 动 破碎 ,振动 粉 磨 和 振动 脱水 等 作业 过 程 ;在 电子 仪器 和 
仪表 及 通讯 工程 方面 ,如 录音 机 ,电视 机 、 收 音 机 程控 电话 、 电 子 计时 装置 和 通讯 设备 中 使 用 
的 谐振 器 等 都 是 由 于 利用 了 振动 才能 有 效 地 工作 ;人 类 借助 于 电磁 波 实现 元 线 通 讯 ,传递 信 
息 ,成 为 当今 信息 时 代 人 类 相互 联系 不 可 缺少 的 桥梁 和 纽带 ; 光 在 光 导 纤维 中 的 传播 也 是 一 种 
特殊 形式 的 波 ,利用 光纤 来 代替 通电 的 导线 ,其 重大 的 应 用 价值 是 无 法 估量 的 。 从 前 面 举 出 的 
一 些 例子 ,不 难看 出 ,振动 对 人 类 的 生活 和 生产 是 多 么 的 重要 ! 上 述 列 举 的 问题 绝 大 多 数 也 都 
是 属于 非 线 性 的 范畴 ,这 些 问 题 的 研究 和 解决 将 会 大 大 地 促进 工农 业 生产 和 科学 技术 的 发 展 ， 
并 造福 于 人 类 。 
近 二 十 多 年 来 ,我 科研 组 在 非 线性 振动 的 机 理 、 非 线性 振动 的 抑制 与 控制 以 及 非 线 性 
振动 的 利用 等 方面 进行 研究 所 取得 的 成 果 已 发 表 在 相关 的 著作 及 国内 外 的 杂志 与 论文 集 
中 [071128-276]。 
非 线 性 振动 的 研究 工作 虽然 已 取得 了 许多 重要 的 成 果 , 但 到 有 日前 为 止 , 对 多 数 非 线性 振 
动 问题 仍 采用 一 些 近 似 方法 或 在 忽略 非 线 性 因素 的 情况 下 进行 分 析 计算 , 因而 在 多 数 情况 
下 所 得 结果 与 实际 结果 相 比 有 较 大 的 误差, 甚至 会 得 出 错误 的 结论 , 这 是 因为 线性 振动 和 非 
线性 振动 有 许多 本 质 的 区 别 。 因 此 , 在 最 近 一 个 时 期 ,科技 工作 者 对 许多 非 线性 振动 向 题 进 
行 了 深入 研究 , 在 定量 研究 或 是 定性 研究 方面 都 提出 了 一 些 新 的 有 效 的 方法 。 特 别 是 对 混 
沌 运动 现象 的 揭示 及 对 其 开展 的 研究 工作 ,被 认为 是 当今 科学 领域 的 重大 发 现 和 重要 成 就 
之 一 。 此 外 , 由 于 近 20 多 年 来 计算 机 技术 的 迅速 发 展 ,许多 非 线性 振动 问题 可 以 借助 数值 
计算 与 数值 模拟 方法 于 以 解决 , 这 就 使 得 对 非 线性 振动 问题 的 求解 向 前 推进 了 一 大 步 。 但 
是 由 子 非 线 性 振动 问题 的 复杂 考 ,许多 非 线 性 问题 的 彻底 解决 , 在 数学 和 力学 上 仍 存在 一 定 
的 难度 ,因而 直到 现在 仍然 有 许多 问题 旺 待 进行 深入 研究 和 解决 。 这 些 问题 包括 : 
复杂 非 线性 振动 系统 的 建 模 、 系 统 参数 的 识别 方法 与 试验 ; 
. 由 气流 或 其 他 非 线 性 因素 激发 的 复杂 非 线性 系统 振动 的 机 理 ; 
. 多 自由 度 强 非 线性 振动 问题 的 精确 求解 方法 ; 
. 多 自由 度 非 线性 振动 系统 的 各 种 类 型 的 分 盆 ; 
‚ 复杂 非 线性 振动 系统 的 混沌 运动 ， 
. 非 线性 振动 系统 失 稳 机 理 及 系统 的 局 部 和 全 局 稳定 性 ; 
‚ 时 变 ( 包 括 参 变 , 慢 变 \ 时 灌 及 有 瞬 态 过 程 ) 非 线性 振动 系统 的 特性 ; 
. 复杂 非 线性 振动 系统 的 自 汶 振 动 ; 
. 带 有 冲击 的 非 线性 振动 系统 的 振动 机 理 与 振动 特性 ; 
10. 非 线性 系统 的 振动 及 其 稳定 性 的 控制 
11. 有 关 非 线性 振动 的 动态 过 程 的 机 理 及 利用 ; 
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12. 与 非 线性 振动 有 关 的 设备 或 结构 破坏 的 机 理 及 故障 的 诊断 方法 ; 

13. 在 复杂 因素 影响 下 的 非 线 性 波 的 产生 机 理 及 其 控制 与 利用 ; 

14. 板 沉 及 复杂 结构 在 大 变形 情况 下 的 非 线 性 振动 的 研究 ; 

15. 复杂 建筑 结构 和 大 跨度 桥梁 在 特殊 载荷 下 的 颤 拔 与 驰 振 ; 

16. 复杂 非 线 性 结构 的 解 大 和 数值 计算 及 优化 方法 。 

加 强 对 上 述 问 题 的 研究 , 无疑 会 在 不 同 程度 上 取得 相应 的 新 的 进展 , 并 会 促进 工农 业 及 
科学 技术 进 ~ 步 的 发 展 , 进而 为 国家 创造 重大 的 经 济 效益 和 社会 效益 。 


1.2 非 线性 振动 实例 


工程 中 的 振动 问题 可 归纳 为 线性 振动 和 非 线性 振动 两 大 类 。 
线性 振动 可 以 由 以 下 线性 微分 方程 加 以 描述 。 一 季 机 械 系 统 的 线性 振动 方程 可 表示 为 


mrx*cztkr-f(t) (1-1) 
式 中 mm 一 一 振动 的 质量 ; 
< 一 一 阻力 系数 ; 
大 一 一 弹簧 刚度 ; 


之 ,之 ,一 一 振动 的 加 速度 、 速 度 和 位 移 ; 
f(t) 一 一 干扰 力 或 激 振 力 ; 
t 一 一 时 间 。 

式 (1-1) 中 的 社 性 力 m z MEH ce 区 及 弹性 力 kz 分 别 是 加 速度 工 `. 速 度 工 及 位 移 z 的 
线性 函数 ,也 就 是 说 质量 m EDAR с, НИЛ k 为 常数 ,所 以 式 (1-1) 是 线性 微分 方程 ， 
用 线性 微分 方程 描述 的 振动 系统 称 为 线性 系统 。 

非 线性 振动 可 以 由 非 线 性 微分 方程 加 以 描述 。 多 数 机 械 系统 的 非 线 性 方程 可 表示 为 

m r+ f.(z)+ f(r)= fO) (1-2a) 
RP (z), f(z) 一 一 分 别 为 非 线 性 阻尼 力 与 弹性 力 。 
当 非 线性 作用 力 是 加 速度 . 速 康 和 位 移 的 函数 时 , 其 方程 可 写 为 
Salts t) + fA zx) t faltara) Р) (1-2b) 
RP fal, r, r) REREN: 
FS r, r) RREH; 
JaGE, т, 2) — I ИЕ. 

在 非 线性 振动 的 微分 方程 式 中 , 非 线性 惯性 力 、 非 线性 阻尼 力 或 非 线性 弹性 力 不 是 加 速 
ВЕ z GEHE +R YS z 的 线性 函数 , 也 就 是 说 , 惯性 力 、 阻 尼 力 或 弹性 力 并 不 分 别 与 加 速度 
IRE 及 位 移 z 的 一 次 方 成 正比 。 

在 某 些 振动 系统 中 , 干扰 力也 是 加 速度 Z. AE zx 及 位 移 z 的 非 线性 函数 , 其 表示 式 为 
7(z, 荆 ,zyt)。 这 类 方程 也 是 非 线性 方程 ,下 面 对 含 非 线性 惯性 力 的 振动 系统 、 含 非 线 性 图 
尼 力 的 振动 系统 、 含 光滑 非 线性 恢复 力 的 振动 系统 、 含 分 段 线性 非 线 性 恢复 力 的 振动 系统 、 
合 滞 加 恢复 力 的 拔 动 系统 、 自 激 振 动 系统 、 带 有 冲击 的 非 线性 振动 系统 、 考 虐 涡 动 时 转子 系 
统 的 非 线 性 振动 . 非 线 性 弹性 笨 的 振动 . 非 线性 波动 、 含 非 线 性 作用 力 的 多 自由 度 的 振动 系 
统 、 旭 变 参数 据 动 系统 、 参 数 激励 的 插 动 系统 .时 清 系 统 等 14 类 振动 问题 分 别 举 出 应 用 实 
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例 ,并 写 出 它们 的 运动 微分 方程 式 。 
1.2.1 含 非 线 性 惯性 力 的 非 线性 振动 系统 


工业 中 应 用 的 振动 机 ,如 振动 输送 机 、 振 动 冷 却 机 、 振 动 离心 脱水 机 振动 磨 机 、 振 动 筛 、 
振动 给 料 机 和 振动 落 砂 机 等 , 都 是 通过 振动 对 物料 进行 如 工 或 处 理 的 ,在 这 些 工 艺 过 程 中 ， 
物料 有 时 与 振动 机 体 一 起 运动 ,有 时 离开 机 体 , 对 机 体 作 相对 滑动 或 跳动 。 因 此 ,在 一 个 振 
动 周期 内 , 计 及 物料 质量 的 系统 是 属于 含有 分 段 质量 的 非 线 性 振动 系统 ,该 系统 包含 有 非 线 
ERED, 下面 举 出 两 个 例子 231]。 

1. 考 虚 物 料 断 续 滑动 的 弹性 连 杆 式 振动 输送 机 的 系统 

参考 图 1-1, 当 考 虑 物料 沿 机 体 断 续 滑动 时 ,弹性 连 杆 式 振动 输送 宙 的 运动 方程 式 为 


mpS + fsŠ + ты„8вш?д + Fn (2, F, z )cosë + А9 = Rolrsiny — S) 


maScosó а 2а 
ЕЕ i Pr RES (13) 


ma (g + 59108) PEPE gs 


式 中 mp, mm 一 一 工作 机 体质 量 与 物料 质量 ; 
fs— it bs 
к, bo RESRRRBERIBERGEFFRERE RR s 


5,5, S— ВИНЕ ZA El ЕТО Е; 
тух, л, у, 5,5 МИЧЕ = 和 yy 方向 的 位 移 、 速 度 和 加 速度 ,2 = Scosë, у= 5їпд; 


6 一 一 振动 方向 角 ; P 
FQ, z, z)——= 方向 物料 的 非 ?| Су» 
线性 作用 力 ; ER 
,一 一 振动 频率 ; o ko a 
zt 一 一 时 间 ; : "y 
/一 物料 对 机 体 的 动 LN ? 
摩擦 系数 ; 
prs pm 一 一 物料 止 向 滑动 开 11 弹性 连 杆 式 振动 输送 机 的 振动 系统 
始 和 终止 的 相位 角 。 


2. 被 清理 的 铸件 与 振动 落 砂 机 的 机 体 所 组 成 的 振动 系统 

振动 落 砂 机 是 铸造 厂 常用 的 一 种 振动 机 械 ( 图 1-202) , 它 利 用 机 体 的 振动 对 铸件 进行 
清 砂 。 假 如 该 落 砂 机 上 的 铸件 处 在 轻微 池 挪 的 情况 下 工作 , 则 在 机 体 振动 的 每 一 周期 内 , E 
件 有 时 与 机 体 接 般 ,在 铸件 与 机 体征 此 接触 的 时 间 内 ,它们 的 加 速度 是 相等 的 ;而 当 振 动机 
体 的 加 速度 大 于 某 一 定 值 时 , ФЕДЕ ВО КЕЙИ ЕЕ; 经 过 一 定时 间 后 它 又 落 到 机 体 
上 ,并 与 机 体 产 生 冲 击 ;然后 ,又 与 机 栖 一 起 运动 。 因 此 铸件 在 机 体 上 的 运动 可 分 为 三 个 阶 
В ОШ 1-200): 

符合 运动 (铸件 与 机 体 一 起 运动 ) 阶 段 (振动 相位 角 由 o, t es 

Wüste zb Sep CC ВЕС HR OL AE EE oum po); 

冲击 运动 (铸件 落下 时 与 机 体 产生 冲击 ) 阶 段 (振动 相位 角 由 ра ро) о 

在 这 三 个 阶段 中 ,机 体 的 惯性 力 及 铸件 对 机 体 冲 击 作用 为 的 综合 表示 式 为 


k ти k LEE “5 


> 


ть 


[waman] 
т, [E] 
о 
Фау фы - 28 
(8) 振动 落 砂 机 机 构图 (ONES а ВИЕ 


图 1-2 适 件 在 振动 落 砂 机 上 运动 图 
Cm, ma)y Фа eS paz ta Ea 
ies Pa Ж фи. ta 16 (1-4) 
my t F,(t) gae pas ta SESS 
式 中 ть, mm 一 一 振动 机 体 的 质量 及 铸件 的 质量 ; 
F(z) 一 一 冲击 作用 力 ; 
tel» бал» lio ба Fs ta F ANE Zh ИВЕ ЗА 8) Dr BC РЕ ИГЕ LIA D AG ШЕНЕП ЖЕБЕ 


瞬时 ; 
Pali Фаз» фы» Фыз› Фа» gc 一 一 符合 运动 阶段 、 扫 撞 运动 阶段 和 冲击 阶段 的 初始 振动 相位 角 
和 终结 振动 相位 角 。 
此 , 振动 落 砂 机 的 运动 方程 是 非 线性 方程 ,并 可 由 式 (1-5) 表 示 : 
fn у, у) + су + ky = Fosinvt (1-5) 


BR FEIE EER MARRA, ahir lE FIG ЯГУ ЖЕЛКИ, ЭЖ ЛЕ ИГИ ЧЕ КЕНЕ ЛИГ 
RRA: 
(mpt m,)y £a p gap Lar S ES ta 


fu») . (1-6) 
Y y fup S фы» fa KEK tsz 
在 这 种 情况 下 , 非 线性 特性 的 产生 来 源 于 一 个 周期 内 铸件 抛 离 工作 机 体 表 面 而 引起 整 
个 振动 系统 质量 的 变化 。 


铸件 抛 离 工作 机 体 的 相位 角 фы, gz 可 按照 振动 机 上 物料 运动 的 理论 进行 计算 130, 而 
铸件 与 机 体 接触 的 相位 角 o... фаз POOL JG : 

Фа фы Фы = фи +28 _ (1-7) 

当 振 动 落 砂 机 的 参数 确定 以 后 , LESEN фы, poz 进而 可 求 出 非 线性 方程 的 解 。 


1.2.2 含 非 线性 阻尼 力 的 非 线性 振动 系统 


售 非 线性 阻尼 力 的 振动 系统 的 工程 实例 很 多 , 用 于 测 基 轴承 与 灿 销 之 间 干 摩擦 系数 的 
摩擦 押 ; 高 速 列车 行驶 时 气体 的 阻力 (其 中 包括 平方 阻尼 或 立方 阻尼 等 ) 及 材料 产生 弹性 泌 


性 变形 时 所 包含 的 非 线性 阻尼 等 。 
测量 轴承 与 办 销 之 间 干 摩擦 系 数 的 摩擦 摆 是 具有 库仑 阻尼 与 速度 平方 阻尼 的 振动 系 


# ЇН 1-3a 囊 示 了 用 于 测量 轴承 革 轴 销 之 问 干 单 擦 系数 的 摩 握 雷 的 示意 图 。 
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Сонин (b) RENE 
图 1-3 ЖЖЖ 506952 ARRENE IS HAIR 
技 的 运动 微分 方程 式 可 表示 为 
T5+ melsinp= те goose +17) pi (1-8) 
式 中 J— BO ЛЕН a D Se ИИИ; 
mm 一 一 摆 的 项 量 ; 
+ 一 一 摆 的 质心 至 基 挂 点 之 距 ; 
r 一 一 轴 的 半径 ; 
一 一 轴承 与 轴 销 之 间 摩 擦 系数 ; 
9 一 一 摆 的 摆动 角度 。 
在 摆动 角度 不 很 大 的 情况 下 , 上 式 中 的 cos 和 sinp 可 展 为 
2 
=1-#©+.- 
1821721 (1-9) 
3 
sing = p ~ ©+ БЕ 
在 这 种 情况 下 , 式 (1-9) 可 写 为 
m d 2 ñ p 
| нан а нё] (1-10) 
或 1$*ma[o- 6) mgr Sb mtis | 


上 式 中 等 号 后 第 一 项 为 干 摩擦 ,第 二 项 为 速度 平方 阻尼 。 
123 含 光 滑 非 线性 恢复 力 的 振动 系统 


弗 洛 特 搜 是 带 光 滑 软 式 非 线性 恢复 力 的 振动 系统 ;为 了 增加 电磁 振动 给 料 机 振幅 的 移 
定性 ,有 时 将 该 机 中 的 板 弹簧 的 支承 夹 紧 装置 制 成 曲线 形 , 该 系统 属 光滑 重臣 非 线性 报 动 系 
统 ; 由 板 弹簧 支承 的 卡车 是 带 光滑 不 对 称 弹性 力 曲线 的 非 线性 振动 系统 ;离心 调 速 器 是 具有 
特殊 下 式 的 光滑 恢复 力 的 非 线 性 系统 ; 曲线 船体 在 水 中 作 垂直 方向 振动 时 具有 不 对 称 的 遇 
线 光滑 的 恢复 力 。 

1. 利用 弗 洛 特 押 测量 轴承 的 摩擦 系数 

文章 [62,63] 对 该 摇 测 定 了 轴 声 内 套 之 间 的 动 摩擦 系数 , 图 1:3b 为 其 力学 模型 Stat 
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上 的 外 套 及 摆 的 内 套 为 一 组 试 件 , 滑动 面 半径 为 r 摆 的 重心 至 转动 轴 心 距离 为 L SWA 
角速度 D 逆 时 针 转 动 时 ,摩擦 力 将 带动 摆 偏 转 р 角度 。 


摆 的 运动 微分 方程 为 
了 人 = M, — malsing -ul p (1-11) 
RE J 一 一 摆 的 转动 惯量 ; 
т —_ ЖЮ; 
M, 一 一 摩擦 力矩 ; 
4 一 一 空气 阻力 系数 ; 
r 轴 半 径 ; 
1 一 一 摆 的 质心 至 悬挂 点 之 上 距 ; 
9 一 一 摆 的 摆动 角度 。 
ERDE M, 可 表示 为 
M, = mgcosp + mi e?) rf(Q ~ ф) (1-12) 


摩擦 系数 РОО 一 9g) 是 相对 速度 的 函数 ,将 式 (1-12) 代 入 式 (1-11), 得 
J¢=(mgcosp + mi g@2)rfCG — ф)- mgising — ul $ 
当 转 轴 以 角速度 Q R y 转动 而 摆 处 于 静 平 衡 状 态 时 ,有 = p = 0, 这 时 p= po WA 
rf(Q)cospo— isingo=0 (1-13) 
即 f(0)= 上 tango 或 f(v)= tngo 
RP Jy 一 一 转动 频率 ; 
92o 一 一 摆 的 初始 偏 角 。 
在 实验 过 程 中 摆 处 于 静止 不 动 时 , 则 仿 角 po 极 易 测 出 , 从 而 由 式 (1-13) 可 计算 出 动 摩 
擦 系数 f{v) 的 值 , 改变 轴 的 转速 ,又 可 测 出 另 一 转速 下 试 件 的 动 摩 擦 系数 。 
动 滑动 摩 据 系 数 f(v) 有 以 下 表示 式 
f()2a-byt* clv| v dy? (1-14) 
Жир a,6,c,4d 一 一 系数 ,可 由 不 同 转 速 下 的 实验 结果 加 以 确定 。 
2. 固定 端 具有 曲线 形状 压板 弹 筑 的 电磁 振动 给 料 栅 


=o 


l4 AREER анти, 
为 了 增加 该 种 给 料 栅 振幅 稳定 性 ,有 时 在 板 弹簧 固定 部 位 加 上 曲线 形 的 压板 。 电 磁 振 
动 给 料 机 为 双 质 体 振动 系统 ( 见 图 1-4), 其 振动 机 体 的 运动 微分 方程 式 为 
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mau + kz + bz? + dzŠ = Fo Fisinvt + Fosin2ut2 (1-15) 
mzz- ka — br? -dr = — Fo = Еузіпи = Fosin2vt; 

式 中 m 和 zz 一 一 质 体 1 和 2 的 质量 ; 

k, bd 一 一 刚度 系数 ; 
Fo, F1, FE? 一 一 固定 力 与 一 二 次 谐 波 激 振 力 幅 ; 
zr zz 和 xz 一 一 质 体 1 和 2 的 位 移 及 相对 位 移 ; 
激 振 频 率 ; 
tis 32 一 一 时 间 。 


1.2.4 含 分 段 线性 非 线性 恢复 力 的 振动 系统 


含 分 段 线 性 的 非 线性 恢复 力 的 振动 系统 在 工业 部 门 中 得 到 了 广泛 的 应 用 。 例 如, 用 于 
输送 松散 物料 的 弹性 连 杆 式 振动 输送 机 、 用 于 煤 泥 或 细 粒 煤 脱水 的 振动 离心 脱水 机 、 在 锦 矿 
选矿 厂 中 用 于 精 选 钨 矿 的 弹 签 揪 床 和 用 于 筛选 矿石 或 煤炭 的 惯性 式 共振 筛 、 由 分 段 线性 弹 
筑 组 成 的 隔 振 系 统 , 有 预先 压缩 和 限 位 的 弹性 联 轴 节 .由 要 层 板 弹簧 支 承 的 货车 等 , 者 属于 
这 一 类 非 线 性 振动 系统 [129131, 1321 

1. 硬 式 分 段 线性 非 线 性 弹性 连 杆 式 共振 第 

图 1-5(a) 表 示 了 分 段 线性 非 线性 单质 体 共振 筛 的 示意 图 ,图 1-5(b) 为 力学 模型 。 


У 
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- 
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图 1-5 弹性 连 杆 式 共振 第 及 其 力学 模型 
虽然 该 种 共振 筛 中 的 各 种 弹簧 均 为 线性 弹簧 , 但 机 体 运动 到 不 同 区 段 时 ,弹簧 刚度 与 弹 
性 力 是 不 相同 的 , 也 就 是 说 可 将 一 个 运动 周期 按 弹 筑 风 度 与 弹性 力 大 小 划分 成 斤 个 线性 区 
疏 , 因 此 这 种 系统 称 为 分 段 线性 的 非 线性 振动 系统 。 
参照 图 1-5 可 写 出 用 相对 位 移 x 表示 的 运动 方程 式 及 弹性 力 和 阻尼 力 的 数学 表达 式 : 
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.9. 
а= dz = 
de ral) + pr)=0 (1-16) 
kz тее, — g< p<<o,,x qu pm ge 
fale) =k t Ak(r- e) е©хл,ф„&ф©л-ф, 
т +Ё(хт+е) -er,nt EPEn- pe 
à ck 至 - еле, - фф p no p, << p< + pe 
D 17 4 (1-17) 
СОЕКЛЕ) eX p X po фа х ent p EGET pe 


式 中 A 一 一 无 间隙 线性 弹簧 的 刚度 ; 
AA 一 一 带 有 工作 间隙 弹簧 的 刚度 ; 
e—— ВЕНЕ DELE ; 
9,—— 3 WE SE ЖЇН] ВНУТ КУ ETE EZ, о, = arcsin(e/A), A 为 振幅 。 


因为 该 系统 的 弹性 力 是 折线 变化 的 , 当 位 移 超过 痢 界 值 ,其 刚度 (折线 的 斜率 ) 突 然 增 


加 ,所 以 该 系统 为 “ 硬 特性 "的 非 线 性 系统 。 


2. 软 式 分 段 线性 非 线性 弹 答 摇 床 
图 1-6 束 示 该 系统 的 力学 模型 及 弹性 力图 。 


《力学 模型 图 (四 弹性 力 曲 线 图 
图 1-6 ” 软 式 分 段 线性 非 线性 弹簧 摇 床 的 振动 系统 
当 振 动 质 体 的 位 移 超过 某 定 值 * 时 , 弹性 力 发 生 折 线 变化 , 即 其 


刚度 突然 减 小 。 因 此 该 
系统 属于 软 特性 非 线性 系统 ,其 运动 方程 式 可 表示 为 


m Z + f.(z)+ fix) = Fosinyt 


(1-18) 
非 线性 阻尼 力 大 | z | аан ATERI 
4. 
dz GHANI 22-а 
л) =). (1-19) 
Uri х-а 
(mra rata -— 一 a 
А60) —-h(ap-a-z) x&-a 
式 中 


4 一 一 静止 状态 下 硬 弹 簧 的 压缩 量 ; 
ao -a 一 一 静止 状态 下 软 弹 赞 的 压缩 量 ; 
k, A 一 一 软 弹 簧 与 硬 弹簧 的 刚度 ; 
广 A 一 一 软 弹 赞 与 硬 弹 筑 工作 区 段 的 阻力 系数 。 
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1.2.5 售 沾 回 恢复 力 的 非 线 性 振动 系统 


会 灌 回 非 线 性 饶 复 力 的 振动 系统 有 振动 成 型 机 、 振 动 于 路 机 ,振动 沉 找 桩 机 、 利 用 振动 
使 材料 产生 塑性 变形 的 轧机 、 在 超载 负荷 作用 下 的 建筑 结构 等 。 
1. 振动 沉 桩 过 程 | 
ЖД BERE ЖП A APPS [SURFER ЗЕ ЖЕ ЯЕ, 运动 方程 式 可 表示 为 
$e se (1-20) 


对 称 的 潍 回 非 线 性 系统 (下 式 为 半 个 周期 的 数学 表达 式 ): 
R(Asinot - b)  Osxwtsin/2 
AG) 


&(A-5) п/п 9, (120 
k(Asinat tb) (n-p scat 


NE [2—22 
Pe = arcsin A 
式 中 一 一 刚度 ; 
5 一 一 与 塑性 变形 量 相 关 的 系数 ; 
和 A 一 一 振幅 ; 


8. 一 一 屈服 点 对 应 的 相位 角 。 

2. 含 不 对 称 滞 回 核 复 力 的 振动 压路机 振动 系统 

振动 庄 路 机 压 实 土壤 的 过 程 , 土壤 随 荐 带 有 振动 的 压 实 轮 的 运动 ,将 产生 弹性 变形 与 塑 
性 变形 , 当 轮 体 向 下 运动 时 , 压 实 作用 力 按 弹性 和 塑性 变形 两 个 阶段 变化 。 当 轮 体 回程 时 ， 
土壤 已 产生 塑性 变形 ,所 以 只 能 产生 弹性 变形 。 因 此 ,振动 于 实 的 一 个 周期 将 出 现 不 对 称 的 
灌 回 过 程 20%]。 振 动 轮 体 作用 土壤 的 运动 方程 式 为 合 不 对 称 弟 回 恢复 力 与 阻尼 力 的 非 线性 
方程 ,其 表示 式 为 (一 个 周期 的 数学 表示 式 ) 

[тө —5) - gg, metXu/2 


A(z)=4k(A - b) x/2 t< Pe (1-22) 
2Asinwt (r o) etn pe 


NAM (422) 
Фф, = arcsm А 
RF A 一 一 振幅 ; 
4 一 一 与 塑性 变形 量 相关 的 系数 ， 
9 一 一 届 服 点 对 应 的 相位 角 ; 
bis ky Ж, 
1.2.6 自 激 振 动 系统 
初 轧机 上 轧 制 钢锭 时 , 由 于 存在 负 阻 尼 而 在 主 传动 系统 中 出 现 的 振动 , 车 刀 切 削 工 件 时 产 
生 的 振动 ,高层 建筑 及 大 跨度 桥梁 在 列 载 下 引起 的 振动 , 气动 及 波动 活塞 与 阅 杆 的 振动 , Ж 
煤 厂 用 煤炭 精 选 的 无 活塞 跳 汰 机 的 振动 , 蒸汽 机 的 振动 , 手表 与 挂钟 的 振动 , a TRA 
振动 等 , 都 属于 自 激 振动 。 有 些 自 激 振 动 是 摩擦 引起 的 , 另外 一 些 自 激 振动 则 是 系统 的 结构 
特性 与 动力 特性 决定 的 。 
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ЖҮЛ Г an, 
电子 振 萝 器 的 方程 可 由 以 下 van der Pol 方程 表示 
e. lica SE sag (123) 
2. Л LER БЕРГЕ) E] КЕ ЕП 059 60 611 
Ш SL GERNE, АЕ Н CE SO 597, ip ELE ARAARA E: Z rp ЕЛЕ 
пе. НАЕ 7 HJ RR OU 
ND -My-eg sag? (1-24) 
式 中 ”六 一 轧辊 与 钢锭 间 的 摩擦 系数 ; 
NN 一 一 轧辊 与 钢锭 间 的 正 压 力 ; 


吃 一 一 轧辊 直径 ; 
Mo 一 一 不 变 摩擦 力矩 ; 
c, d— REG 


?一 一 轧辊 回转 角速度 。 
初 轧机 主 传 动 系统 的 运动 方程 式 可 表示 为 
Jo-cptdp tkp= - Му+ M(t) (1-25) 
式 中 J 一 一 整个 传动 系统 诱导 至 轧辊 上 的 转动 惯量 ; 
娄 一 一 传动 系统 的 扭转 刚度 ; 
MI{t) 一 一 主 传动 系统 诱导 至 轧 锟 上 的 等 效 驱动 力矩 。 
3. 车 刀 切 削 工 件 时 由 于 摩擦 所 产生 的 自 数 振动 
车 刀 卡 紧 在 刀 架 上 时 ,可 看 作 是 具有 一 定 刚度 的 弹 筑 。 当 工作 时 车 刀 与 工件 之 间 将 产 
生 一 定 大 小 的 摩擦 力 , 即 
e| 35] = as, - F| vo~ 55] - FG -P| vo- dz) (1-26) 


mum 


AP & 一 一 刚度 ; 
xz 一 一 在 工作 状态 下 , 刀 尖 相对 于 平衡 位 置 的 位 移 ; 


wg 一 一 车 刀 与 工件 接触 点 处 的 相对 速度 
访 一 一 车 刀 变 形 时 产生 的 弹性 力 。 
由 此 可 导出 车 刀 振 动 的 微分 方程 式 ; 

„ faune FG) -F| vo- $5) (1-27) 
当 工 件 在 某 一 定 转速 下 回转 时 , 会 产生 严重 的 自 激 振 动 ,并 会 影响 工件 的 加 工 质 量 。 


1.2.7 ”考虑 涡 动 时 非 轴 对 称 转轴 和 单个 转子 系统 71。 


如 图 1-7 所 示 , 由 于 转轴 的 弯曲 刚度 在 不 同 平面 内 是 不 相同 的 , 先 在 旋转 坐标 系 OEY 
z “中 研究 圆 盘 的 运动 ,再 变换 到 固定 坐标 系 上 。 在 盘 心 0 点 上 作 与 固定 坐标 系 Олус 相 平 
ТАЖ Огуз, 并 作 随 圆 盘旋 转 的 动 坐标 系 O gz ,并 令 OEM O y 是 轴 截 面 上 的 
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两 个 主 惯性 轴 。 转 子 以 速度 o 绕 Dz“ 轴 自转 。 设 轴 的 两 个 截面 上 的 主 惯 性 矩 为 上 MJ, M 
的 长 度 为 1, 则 轴 的 弯曲 刚度 为 


48 EJ, 48E; 
kg koe a (1-28) 


圆 盘 质量 的 偏心 为 。, 相 对 动 坐标 系 的 相位 角 为 po 于 是 有 
fp = ecosg,, e, = езіпф. 
当 考虑 转子 说 动 , 即 转子 的 陀螺 效应 时 , 转子 系统 的 运动 微分 方程 式 如 下 式 所 示 : 
mE- 022-20 3) + e(Ë — on) + c£ + kd = mew'cosg, + mgcosut (129) 
т (р 02720 6) * c(- aë) + су} * у= mew sing, + mgsinwt 
式 中 m— MARR; 
8 一 一 重力 加 速度 ; 
圆 盘 的 偏 4 
ww 一 一 转轴 的 转速 ; 
9: 一 一 相对 动 坐标 系 的 相位 角 ; 
:一 一 圆 反 的 外 阻力 系数 ; 
弹性 灿 的 内 阻力 系数 ; 
ke, 上 一 一 弹性 灿 的 刚度 ， 


EEE, pope g 圆 盘 在 动 坐标 上 的 位 移 、 速 度 与 加 速度 ; 
4 一 一 时 间 。 


с, 


wt 


图 1-7 具有 涡 动 的 非 轴 对 称 转 加 的 转子 系统 示意 图 
1.2.8 带 有 冲击 的 非 线性 振动 系统 


振动 夯 土 机 、 冲 击 锤 外 机 、 气 动 或 液压 省 崖 机 、 气 动 或 流 压 碎 石 机 ,柴油 打 性 机 及 菩 汽 狂 
等 都 可 视 为 带 有 冲击 的 非 线性 振动 系统 进行 研究 。 

1. 气动 沸 岩 机 活塞 冲击 证 杆 的 过 程 (229.220 

对 鲜 杆 具有 冲击 的 活塞 的 运动 微分 方程 式 为 


AP1(1), 202220 
mz + ke = 4 AP;(), ї<0 (1-30) 
AP,G + Ру xL 


式 中 m—— EE RE s 
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AP, AP;——ÀIEBCEHETS SEPS QUIS FE 7135 ; 
P,— i5 3E 5 EHT TRE ЕД) Л) o 
上 式 中 碰 擅 点 为 :z= zo 
2. %Җ #-+ Л А o9 00 
1-8 表示 了 峙 式 夯 土 机 的 工作 机 构 。 这 种 机 器 每 个 振动 周期 对 土壤 产生 一 次 冲击 ， 
并 往 前 移动 一 个 距离 。 
参照 图 1-8 可 写 出 夯 头 架 绕 О 点 技 动 的 运动 方程 式 及 机 座 移动 的 方程 式 : 
Jd = miro? lsin( р + ao + ф) — Gif icos( ao + р) — Galocos( ag + g- 0) 


Simm rot -cosp + fsing) + (Gi + С) 20, [ cos(ao + p) + fsin(ao + 9) ] - fG 
(1-31) 
J= дз g, G= Gil+ G+ Gs 
式 中 J— 328838 oz „7 
ERDRE; H | 
m4 和 7 一 一 偏心 块 质量 及 偏心 
EE; 
о, B| Ж Йй o ER E 36 
fuis gy 3o ы 
的 角速度 ; 
Gi, G2 和 G3 一 一 分 别 为 偏心 块 、 夯 头 
及 电动 机 架 体 托盘 
部 分 之 重量 ; 
由 和 o——3 3 Bh fa em d 
动 角 加 速度 ; 
x— —VLBERS zh DUE HE Hrs 09-та 
п,» 和 АНЕ ds ЭЕ б E E p EB И ЖО A LG E Bla rp 
Dra 
摆 杆 与 水 平面 的 夹 角 ; 
/一 一 底 架 与 地 面 摩擦 系数 ; 
9 一 一 偏心 块 回转 角 , p = ot; 
$——040; 5 O1Cz 之 间 的 夹 角 。 


1.2.9 含 非 线性 因素 的 弹性 体 的 振动 系统 


含有 非 线性 因素 的 悬挂 钢 强 的 横向 振动 ,大 长 度 振 动 输送 视 模 体 的 横向 弹性 杰 曲 振动 ， 
振动 沉 找 桩 机 工作 时 桂 在 纵向 周期 力 的 作用 下 产生 的 弹性 弯曲 振动 ,以 及 机 咒 中 板 壳 构件 
在 大 变形 情况 下 的 振动 等 , Яа РЭА 

1. 高 空 电线 的 风 致 振动 

考虑 风 对 电线 上 作用 的 非 线 性 作用 力 时 ,其 运动 的 微分 方程 式 为 


ag 
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u - Ps e [o 28 - (2) °] 0 (1-32) 
式 中 za 一 一 振动 位 移 ; 
a ,有 一 一 阻力 系数 ; 
了 一 一 电缆 的 广义 位 移 ; 
:一 一 时 间 。 


2. 振动 沉 拨 桩 机 工作 时 桩 在 纵向 周期 力 的 作用 下 产生 的 弹性 弯曲 振动 
图 1-9 表示 振动 沉 拔 相 机 桂 土 相互 作用 的 力学 模型 , 桩 横向 弯曲 与 纵向 弹性 振动 的 运 
动 微分 方程 式 为 


m Pe come 2er 3] ez [coi] eso 
m Pec + (er Z) nios (1-33) 
式 中 y 和 = 一 柱 的 模 向 和 纵向 位 移 ; " 

——Ü 下 ， 
下 一 一 桩 材料 的 弹性 模 量 ; = 
газале, 

—— 

K GO, h(x) 和 clz) 一 土 的 刚度 和 组 力 系数 ; 
N(4) 一 桩 的 四 向 力 。 


因为 桩 的 下 端 为 自由 , 柱 的 上 端 作用 有 载荷 ,所 以 其 边界 条 件 为 


2 Bro du 
Mla-0= 8723) =- Molt) 作用 的 力学 模型 
! x=0 
ә a 
sis [24 - no] _ TPO) 
By 
Ml.e2-H$ 0 
sl.-:= 2M _ Nc] _”9 
»l-:-0 
1-34) 
EE: a7? ( 


MG ) 一 一 桩 上 端点 的 转 矩 ; 
Po(e) 一 一 桩 上 端点 的 横向 作用 力 ; 
! 一 一 桩 的 长 度 。 
桩 端的 位 移 与 转角 为 
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(1-35) 


ЕА SE1,.,— Agles 
式 中 有 A 一 一 地 基 垂 直方 向 反 力 系数 ; 
A 一 一 桩 上 端点 的 截面 积 ; 
0 一 一 树 上 端点 的 纵向 位 移 ; 
bo 一 一 桩 上 端点 的 转角 ; 
Nel 一 一 桩 上 端点 的 垂 向 作用 力 。 


1.2.10 非 线性 波动 系统 [9 


考虑 非 线性 困 素 时 海浪 的 波动 ; 枯 动 采油 时 非 线性 应 力 波 的 传递 ;气动 或 液压 式 省 着 机 
械 针 杆 应 力 波 的 传递 ;冲击 式 振动 积 冲击 杆 应 力 波 的 传递 过 程 ; 考 虑 传递 过 程 中 非 线 性 因素 
药 声 波 与 超声 波 的 传播 过 程 等 ,都 属于 这 一 类 。 

波 的 传递 过 程 可 分 为 两 大 类 , 一 类 是 纵波 , 另 一 类 是 横 波 。 气 动 及 液压 式 菌 岩 机 械 鲜 杆 
应 力 波 的 传递 过 程 属于 纵波 的 一 类 。 我 们 考虑 沿 杆 传播 的 为 非 线性 波 , 设 杆 的 长 度 为 工 , 密 
度 为 plr), 弹性 模 量 为 E(z), 模 截面 积 为 A(x),u(z,z) 表 示 初 始 时 位 于 x 处 的 一 个 杆 
REENA: 的 纵向 位 移 [1。 其 截面 的 运动 方程 式 为 


2 
pGOAGYTA 3: AGO (1-36) 


式 中 “co 一 一 纵向 应 力 。 
RAN о 与 应 变 。 有 以 下 非 线性 关系 : 


2 
а= EGOel le Eve + Ере? ++) = FG i Еу P + d Ey +] (1з7) 
代入 上 式 有 
2 2 
EE ава) aw 


* 
Pu 125. 1 H(A(r)E(r))on ди -[ ди , 2Еу н "| 
as dob А()Е(=) Ox PATIO 2E: 32812 ax E * 


(1-39) 


_Е(=) 
式 中 = (ту 


1.2.40. $383EER EFE 8270055 Ë ЕНЕ АНИЛИН 
多 自由 度 建筑 结构 系统 可 用 以 下 微分 方程 来 描述 ,具有 n 个 自由 度 的 方程 为 


MX +KX= F() +eQ (X, X) e Qi X) (1-40) 
式 中 хер" 为 系统 的 位 移 ; MER”, CE Е"*", КЄ R' "75 SIS ВЕ BUE XE EE 
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MWEE. QE RA QE R"*" 分 别 是非 线性 作用 力矩 阵 。 
1.2.12， 带 慢 变 参数 的 非 线性 振动 系统 [* 1471 


所 谓 “ 慢 变 " 是 指 * 变 化 "相对 于 振动 周期 而 言 十 分 缓慢 , 即 指 振动 系统 参数 的 变化 不 是 
在 一 个 振动 周期 内 完成 , 而 是 经 过 多 个 或 很 多 个 振动 周期 内 才 有 较 明 显 的 变化 。 在 工程 中 
慢 变 参 数 的 非 线性 振动 系统 的 例子 很 多 , 例如 , 火箭 发 射 过 程 由 于 男 体 燃料 随 着 时 间 而 不 断 
燃烧 , 火 簿 的 质量 是 时 间 的 慢 变 函数 ,远程 火箭 多 数 是 多 级 的 ,因此 这 类 火箭 是 分 段 慢 变 的 
非 线 性 振动 系统 ;飞机 在 飞行 过 程 中 汽油 随 着 时 间 而 不 断 减 少 , 所 以 也 是 一 种 慢 变 质量 的 系 
统 ; 矿 井 提升 机 的 钢 强 在 提升 和 下 放 过 程 中 , 随 闭 钢 绳 长 度 的 变化 , 提升 宙 的 振动 系统 的 计 
算 质 量 和 系统 的 刚度 是 慢 变 的 :振动 压路机 压 实 土壤 的 过 程 ,其 恢复 力 的 汪 回 曲线 是 慢 变 
的 :控制 智能 结构 振动 的 过 程 是 慢 变 的 控制 过 程 ;发 动机 的 转子 当 存 在 一 定 大 小 的 偏心 时 ， 
在 起 动 和 停车 过 程 中 由 于 转速 的 变化 ,其 离心 力 是 随时 间 慢 变 的 ; 驳 纹 转子 裂纹 的 扩展 使 其 
弯曲 刚度 发 生变 化 ,因此 该 系统 是 慢 变 刚度 的 振动 系统 。 此 类 例子 ,不 胜 枚 举 。 下 面 仅 以 矿 
井 提 升 机 铅 答 与 钢 强 组 成 的 慢 变 振动 系统 为 例 , 介绍 此 类 非 线性 振动 系统 。 

图 1-10 是 矿井 提升 机 的 力学 模型 n4' ат! деле нант 
里 的 矿井 提升 机 钠 笼 与 钢 绳 组 成 的 振动 系统 属于 慢 变 质量 
和 慢 变 刚度 的 振动 系统 。 在 提升 重 物 的 过 程 中 , 系统 的 质量 
和 刚度 随 着 铀 强 的 伸 长 与 缩短 而 连续 地 变化 ,由 于 质量 和 刚 


度 的 变化 引起 的 系统 图 有 频率 十 分 刍 慢 的 变化 , 因此 这 是 一 à 
种 具有 慢 变 参数 的 非 线性 系统 。 其 运动 微分 方程 可 由 式 ? 
《1-41) 来 描述 ， 
$i[.c dA]. ас)у=0 — aan e 
式 中 ja(z) 一 一 慢 变质 量 ; 
(=) 慢 变 刚度 ; 图 1-10 矿井 提升 机 的 力学 模型 
— 183) ts 1—X82—88 0E HIUR RE 


т 慢 变 时 间 , r= et e 为 小 参数 ; 
У,у y 拼 笼 的 加 速度 .速度 与 位 移 。 
式 (1-41) 中 的 慢 变 质量 与 慢 变 刚度 是 由 于 钢 绳 的 伸 长 与 缩短 引起 的 , 可 由 式 (1-42) 计 算 ， 


тб) = mp t +L (r) (1-42) 


k(t)= АЕ/І (т) 
式 中 EE 一 一 钢 绳 的 弹性 模 最 ， 
7 一 一 钢 强 单位 长 度 的 质量 ; 


m(r) 一 一 慢 变 质量 ; 
工 (r) 一 一 慢 变 长 度 ; 
т, ВНЕ, 
РУП, $E OE 5 454 48 ыр ЗЕЕ р-у) 
(s лора вро oan 
除 此 之 外 ,我 们 还 可 以 找 出 许多 其 他 例子 。 例 如 利用 可 变 支 承 刚 度 对 转子 振动 进行 主 
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动 控制 的 慢 变 振动 系统 等 等 。 
1.2.13 ”参数 激励 的 振动 系统 "+" 
开 闭 裂纹 转子 的 微分 方程 式 是 参数 激励 的 振动 系统 ,两 端 在 纵向 周期 力作 用 下 受 压 绞 
接 杆 的 横向 振动 和 秋 干 的 运动 等 , 都 属于 这 一 类 。 

1. 振动 锤 工作 时 杆 的 工 况 是 两 端 为 饺 接 的 并 受 纵向 周期 力作 用 的 杆 件 。 其 纵向 振动 
的 方程 式 为 


€p 1- EE eos kes flasa) (1-44) 
式 中 了 一 一 杆 的 纵向 作用 力 ; 
工 一 一 杆 的 长 度 ; 
FF 一 一 杆 的 断面 积 ; 
下 一 一 弹性 模 量 ; 
J 一 一 杆 的 断面 惯性 第 ; 
一 横向 位 移 ; 


f(z 这) 一 一 非 线性 函数 。 
2. 秋千 是 一 种 可 变 长 度 的 摆 , 其 运动 方程 式 为 
{MD} + GLGOsins =0 (1-45) 
式 中 M-—— AH ECT BEAR; 
LO BERE ИПЛЕ ТУЕ ЖЕ S be E; 
G 一 一 人 人 体 与 秋 干 踏板 的 重量 ; 
z 一 一 摆动 角度 ; 
t 一 一 时 间 。 
1.244 EHE ERE do?! 
时 灌 受 控 系 统 可 用 时 灌 微 分 放 程 来 描述 ,具有 x ТН i ЖЇН ИО 0 
МХ(«)+сх()+КХ()=](Х,Х, + ЮХ(и-т)+уУХ(:-т) — 0-46) 
式 中 с>@ 为 滞后 时 间 ;XE К" 为 系统 的 位 移 ; MER”, CER”, КЄК" "ЈА 
TUBE, ЕЕЕ RE, U € Rn ML y € R"x" 分 别 是 位 移 和 速度 的 反馈 增益 矩阵 。 


1.3 一 些 典 型 的 非 线性 振动 微分 方程 式 


前 一 节 已 列举 了 非 线 性 振动 系统 一 些 工程 实例 , 对 非 线性 振动 方程 式 的 特点 作 了 说 明 。 
事实 上 , 自然 界 中 的 非 线性 振动 问题 很 多 , 非 线性 振动 方程 也 是 各 式 各 样 的 , 下面 讨论 非 线 
性 方程 式 的 类 型 , 并列 出 一 些 典 型 的 微分 方程 式 。 

1.3.1 自治 系统 与 非 自治 系统 


所 谓 自治 系统 ,是 指 在 微分 方程 中 , 不 明显 地 包含 时 间 : 的 系统 , 又 称 为 固有 振动 系统 
或 自由 振动 系统 , 其 方程 式 的 - 般 形 式 为 
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Фа = у d) (1-47) 
ff t3 ETE BREL], 我们 可 以 将 非 线 性 方程 表示 为 
| (1-48) 


AP s 一 一 小 参数 。 
所 谓 非 自治 系统 ,是 指 在 微分 方程 中 , 明显 地 含 时 间 + 的 系统 , 又 称 强迫 振动 系统 或 外 
激 振动 系统 , 其 方程 的 一 般 形式 为 


Фа = |с, бё, (1-9) 
当 非 绕 性 西数 很 小 时 ,方程 可 表示 为 
Фа | s.d.) (1-50) 


1.3.2. 保守 系统 、 非 保守 系统 { 能 最 将 散 系统 ] 和 自 激 振 动 系统 


在 保守 系统 中 没有 阻尼 力 ,对 整个 系统 来 说 没有 能 量 的 损失 , 也 没有 外 加 能 源 使 该 系统 
的 能 姑 增 加 。 例 如 方程 (1-15) 和 方程 (1-20) 中 没有 阻尼 力 与 摩擦 力 , 所 以 是 保守 系统 的 振 
动 微 分 方程 式 。 

在 非 保守 系统 中 或 能 量 耗 散 系统 中 , 微分 方程 中 包含 有 阻尼 力 ,阻尼 力 会 逐渐 消耗 掉 振 
动 系 统 的 能 最 。 僻 如 方程 (1-8) 和 (1-11) 包 括 干 摩擦 力 或 月 尼 力 , 这 些 方程 都 属于 非 保守 系 


统 的 振动 方程 。 
保守 系统 和 非 保 守 系 统 的 一 般 表示 分 别 为 
2 
з +/(ж)=0 
EE + f(s) =0 0<,<1 (1-51) 
2 
及 . “+ (d) ene oo 
€+ y| z] + 如 =0  0<еє<1 (1-52) 


自 激 振动 系统 通常 具有 负 阻 尼 , 即 微分 方程 中 有 负 阻 尼 项 , 它 给 系统 补充 能 基 , 增 加 或 
维持 其 振动 ;或 者 是 通过 其 他 特殊 方式 不 浙 向 系统 供给 能 景 ,增加 或 维持 其 振动 。 式 (1-53) 
是 一 个 典型 的 自 激 振动 非 线性 方程 ; 


$2. [- A 5 [98] itka (1-53) 
1.3.3 若干 典型 的 非 线性 振动 的 微分 方程 式 
1, 非 线性 方程 的 一 般 表示 式 
一 阶 非 线 性 方程 : 
dx ду „ |a, dE) (1-54) 


二 阶 非 线 性 方程 
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m б + cde er e AG in) fO (1-55) 
2. HAZ REESE IRE 
(ча 
无 阻尼 情况 : 
задате =0 к= (1-56) 
有 阻尼 情况 : 
&.. ба. рыс =0 (1-57) 
(ER 
+ ksinr =0 = 学 (1-58) 
(DERE 
Ëe +F dx i 
qp? + Fsgn de + віл = 0 (1-59) 
3.Duffing 方程 和 带 软 弹簧 的 非 线性 系统 
无 阻尼 情况 下 的 Duifing 方程 : 
REPE) (1-60) 
有 阻尼 情况 下 的 Duffing 方程 ; 
PII ГЫ. (1-61) 
带 平方 项 的 情形 : 
IR he жы? ED (1-62) 
软 弹簧 系 统 的 非 线性 方程 
Eare fi de (1-63) 
4. 带 有 库仑 阻尼 的 和 速度 平方 阻尼 的 非 线性 方程 
带 库仑 阻尼 的 非 线性 方程 ; 
ФЕ э Gan ДЕ + уе) =0 (1-64) 
在 粘性 较 大 的 流体 中 质 体 振动 的 方程 式 : 
&.. E 坚 +A(z)=0 (1-65) 
5. 分 段 质量 非 线性 振动 系统 
分 段 质 量 与 分 段 摩擦 的 非 线性 振动 系统 : 
£r dz du (1-66) 


Eaa plati) 79 
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COn,tmu)X Pa EPE pap Ф, рь 


А 2 
ПЕЕ ть t ть] фе, 
тәй mngf Фа EPE фа, 
式 中 Фа Фф, 9,2 Фаз Ф, Ф. Фа, Фао 
分 段 转动 惯量 与 分 段 重力 矩 的 摆 ; 
fa rz) GL(Z,z,z)sinz=0 
fa. r.2)97 МІСЕ, к,а) (1-67) 


2. L, popEpa, P SIEP 
LEX, ZA)= 


Li W SEPE Pop Фара, 
6. 对 称 与 不 对 称 分 段 线性 的 非 线性 系统 方程 


| 
ERE S] +ACG)=0 (1-68) 
对 称 的 分 段 线性 的 非 线 性 系统 (e 0) 
k= ELILE, -Фф&р, m-q pt. 
J)-1mcAk(r-e) ех, @<e=x- pe (1-69) 
T+AkK(r+e) —eZxz, ntp Epa g, 
(а а $E -еххФе, -ppg 
£ | 
ui um 
不 对 称 的 分 段 线性 的 非 线性 系统 ; 
j| inca taken) r>a ало) 
ADS к a= z) т-а s 
а). САРДЕ =>+a 
fla dr 
de т-а 
7, PEE аР 
+ f(r)=0 (7D 
对 称 的 灌 回 非 线 性 系统 ( 半 个 周期 的 数学 表示 式 ) : 
k(Asinet - b) ÜSwt&n/2 
soul AZ 26 
AG) =j RCA - ó) z/2X et &n— Per р. = atesin| 9 ] (-72) 


(Asinot b) x- g,S utm 
不 对 称 的 汪 回 非 线性 系统 (一 个 周期 的 数学 表示 式 )， 
Ai(Asinet ~ b) —ф„<®ы<л/2 
кофт n/2X ut EC pe (1-73) 
2Asinwt x— pS- Pe 


1.4 
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8. 自 激 振动 的 方程 式 
van der Pol 方程 ; 
ZEE IDEO (ала) 
Rayleigh F: 
d dx |? }dz 
PASE Mz eis =0 (1-75) 
нл} Ë ЖЕЙ: 
т Фа у olde) +kr=0 
ЕТЕК rl d] 
ESo=F(vo) (1-76) 
9. 考虑 陀螺 效应 的 转子 回转 的 非 线 性 方程 式 
m Z+ kz + k, 0 
Jab Hi ó + kaz + kg 0 am 
H=JeQ 
10. 带 有 冲击 的 非 线 性 振动 系统 
m y + ky= Буіпи у%ур (1-78) 
磁 擅 点 为 :> = yo 
11. 多 自由 度 强 非 线 性 振动 系统 
MX+ KX=Q(X,X) (1-79) 
12. 慢 变 参数 振动 方程 
Анг jorss z% m,e) т=н (1-80) 
13. 线性 参数 激 振 方程 
Hil 方程 : 
umm (1-81) 
Mathieu 方程 : 
9 £X „р? |1 + hoossti = 0 (1-82) 
14. 带 非 线性 项 的 参数 激 振 方程 
£2 кут (2,8) = 0 (1-83) 


dt 
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非 线性 振动 问题 的 研究 通常 包括 定性 研究 与 定量 研究 。 定 性 研究 的 主要 内 容 包括 方程 
解 的 存在 狂 , 叭 一 性 ,周期 性 和 稳定 性 的 研究 等 ;定量 研究 包括 方程 解 的 具体 表达 形式 ,数量 
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大 小 和 解 的 数 自 等 。 非 线性 方程 的 求解 方法 有 精确 解法 和 近似 解法 , 这 些 方法 是 : 

分 析 方 法 ; 

数值 方法 ; 

图 解 方 法 ; 

实验 方法 。 

用 分 析 方法 求 非 线性 方程 的 精确 解 一 般 仅 对 少数 特 跌 的 两 个 或 三 个 自由 度 以 下 的 非 线 
性 方程 有 效 , 求 方程 的 精确 解 的 方法 有 直接 积分 法 与 分 段 积分 法 。 对 于 多 数 弱 非 线 性 的 单 
自由 度 或 多 自由 度 系统 ,只 能 求 出 其 近似 解 。 

求 近 似 解 的 方法 有 以 下 几 种 : 

等 价 线性 化 法 ; 

г – ЕК; 

谐 波 平衡 法 ; 

BRE; 

传统 小 参数 法 ; 

多 尺度 法 ; 

平均 法 ; 

渐 近 法 。 

此 外 ,能 量 法 有 时 可 用 来 精确 求解 , 而 有 时 只 能 用 于 近似 计算 。 

数值 方法 目前 已 广泛 用 于 计算 非 线性 振动 系统 , 是 一 种 求解 非 线 性 方程 的 有 效 方法 。 

图 解 方法 在 研究 单 自由 度 非 线性 振动 系统 时 是 一 种 不 可 缺少 的 方法 , 在 相 平面 上 进行 
作 图 的 各 种 方法 ,例如 , 等 倾 线 作 图 法 ,点 映射 与 胞 映射 法 等 ,对 于 不 同 的 非 线性 振动 方程 都 
是 有 效 的 。 

在 工程 中 应 用 最 广 的 是 分 析 方法 与 数值 方法 。 实 验方 法 也 很 重要 , 但 由 于 需 具备 一 些 
试验 必需 的 仪器 和 设备 , 仅 在 一 些 必要 的 条 件 下 适用 。 目 前 由 于 计算 技术 的 发 展 , 在 一 定 情 
况 下 和 范围 内 可 由 计算 机 仿真 代 葵 部 分 试验 工作 。 后 面 各 章 将 荐 重 介绍 解析 方法 , 对 其 他 
一 些 方法 ,如 数值 方法 、 图 解 方 法 也 作 了 简要 介绍 。 
计算 与 思考 

1. 非 线性 振动 系统 的 运动 方程 式 有 哪些 特征 ?按照 作 用 力 的 非 线性 特征 非 线 性 振动 
系统 可 分 为 几 种 ? 

‚ 2, 请 分 别 举 出 惯性 力 项 为 非 线性 的 .阻尼 力 项 为 非 线 性 的 及 弹性 力 项 为 非 线性 的 非 线 
性 振动 系统 的 两 个 工程 实例 。 

3. 请 举 出 两 个 悍 变 参数 振动 系统 的 工程 实例 。 

4. 试 应 用 过 去 学 习 过 的 牛顿 法 ` 达 伦 培 尔 原理 、 动 静 法 、 拉 格 朗 日 方法 建立 非 线性 运动 
方程 式 ( 如 未 学 习 过 这 些 方法 , 可 参阅 有 关 参 考 书 , 掌握 这 些 方法 )。 

5. 写 出 最 常见 的 非 线 性 振动 系统 的 典型 方程 式 。 

6. 定性 分 析 和 定量 分 析 包 括 那些 具体 内 容 ? 

7. 求解 非 线性 振动 问题 的 方法 有 解析 方法 .数值 方法 .图解 方法 和 实验 方法 , 这 些 方法 
各 有 那些 特点 ? 

8. 按 你 自己 的 观点 , 举 出 在 非 线 性 振动 理论 及 其 应 用 的 领域 若干 下 待 解决 的 问题 。 
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第 二 章 ”精确 求解 法 
用 精确 方法 求解 非 线性 振动 的 微分 方程 式 , 在 多 数 情况 下 是 困难 的 。 只 有 极 少数 非 线 
性 振动 方程 式 可 以 求 出 它们 的 精确 解 。 下 面 介绍 求 某 些 非 线性 振动 方程 式 的 精 克 解 的 丙种 
营 用 方法 :直接 积分 法 与 分 殿 积 分 法 [2 з, 


2.1 直接 积分 法 


2.1.1. 求 自治 系统 的 振动 周期 及 固有 频率 
令 非 线性 振动 方程 有 以 下 形式 
Z+p2/(z)=0 (2-1) 
因为 加 速度 可 以 作 如 下 变换 


cdi didr dż; 1404)? Q3) 
dt dxdt dx 2 dz 


所 以 方程 (2-1) 可 改写 为 
1427, р?/\х)=0 (2-3) 
假如 单位 质量 的 恢复 力 p^ F Cc) IB ES 2-1 来 表示 , 并 假设 质量 在 端点 zn 处 的 速度 为 
零 。 我 们 可 以 对 方程 (2.3) 求 积 ,得 到 
- Гусев (2-4) 


由 此 可 以 求 出 任意 位 置 时 速度 的 计算 式 


== + ИЛЕУ, (2-5) p) 
将 式 (2-5) 改 写 为 
=- 一 全 一 (2.6) 
p Jaf oa 

由 此 可 求 得 振动 周期 

ü КЕС 5 (2-7) з. виниловых 

[Гуса 

该 振动 系统 的 固有 频率 
-7 (2-8) 


按照 上 述 方法 ,如 已 知 某 非 线性 振动 方程 弹性 恢复 力 的 表示 式 ,那么 可 按 式 (2-7) 求 出 
该 系统 的 振动 周期 , 进而 可 求 出 系统 的 固有 频率 。 此 外 还 可 以 求 出 最 大 速度 xn 25 eW (Hl 


. 24 - f: B 4k E E E ф зуд хон & Ж 


最 大 位 移 ) 之 间 的 关系 
21. 2[7 
issu 
FR ЭЯ Е. RARE HR И] АН ЖЕЕ Н ЭИ ЖЕ НМЕ 
[#1 2.1.1] 单 摆 的 振动 方程 为 
P+ p2sing = 0 
式 (2-10) 中 的 非 线 性 函数 为 
f(g)=sing 
按照 式 (2-7), 振动 周期 可 按 下 式 计算 
4f de _. 


, l, af /pap 
+ 


HTAR, 其 最 大 摆动 角速度 po 与 最 大 摆动 角 位 移 pa 有 以 下 关系 ( 见 式 2-4) 


1 Pn Pa 
29.5 | fide; = ej singidg1= p2 (1 — cose,, ) 


所 以 有 
Pm= £ p /2(1-—созр„) 
将 式 (2-11) 代 入 式 (2-12) ,振动 周期 了 可 化 简 成 以 下 形式 


4 {= de 4 [(*- de 
T= = 
b N Pa 2], 4 2€cosp — cose, ) 
2f singidq: 
° 
因为 . 
cosp = 1 - 2sin? £ cospm = 1 ~ 28112 El 

所 以 有 


引入 符号 =sin 信和 一 个 新 变量 8, 并 使 
Pan 


sin $ = ksin = sin 2 sind 


由 上 式 可 见 , 当 8=0 时 ,9p=03; 当 9-3, p= фы 
因为 

dlsin g) 7 d(sinf) 
Bp 

eos Фар = создав 
所 以 


{2-9) 


(2-10) 


(2-11) 


(2-12) 


(2-13) 


(2-14) 


(2-15) 


(2-16) 


(2-17) 


(2-18) 


(2-19) 


#=+* жайиз 225. 


ар = -22с03040___ 2003040 (2-20) 
1-si $ Vl-ksing 
2 
代入 式 (2-16), 可 得 
24 
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的 振动 周期 与 固有 频率 。 该 值 不 仅 与 p E= (5. Hp 5 SS К LAX, MES 


& = ып УЧЫ, B ABE Е НАВ po 有 关 。 


2.1.2 求 非 自治 系统 振动 方程 的 解 


【 例 2.1.2】 此 例 为 一 非 自 治 系统 振动 方程 的 求 
解 过 程 。 如 图 2-2 所 示 , 由 一 对 等 速 反 向 回转 的 惯性 
激 振 器 使 某 一 质 体 作 横向 振动 , 沪 系 统 的 强迫 振动 解 
可 以 由 直接 积分 法 求 出 。 

设 两 偏心 块 的 质量 分 别 为 号 ", 它们 彼此 作 反 向 
等 速 问 转 , 其 角 位 移 \ 角 速度 与 角 加 速度 分 别 为 pp 图 2-2 到 轴 惯 性 激 振 器 拓 动 机 原理 
和 5 振动 质 体 的 总 质量 为 m , 它 沿 方向 的 位 移 \ 速 
度 和 加 速度 分 别 为 rM x。 偏 心 块 及 转轴 的 转动 惯量 为 了 其 偏心 半径 为 =。 参照 余 
2-2, 可 列 出 质 体 沿 z 方向 振动 的 微分 方程 式 及 转轴 回转 运动 的 方程 式 


m = mor(gcosp + Psing) (222) 
J e= mor zsing 
设 
_ mor omar 
а=” = 
代入 式 (2-22) 中 ,得 
X = а(ф?соѕр + sing) (2-23) 
p=crsing 
或 
p= ас(ф*совр + psing)sing (2-24) 
为 
Ке . 
#07, iut. (2-25) 


所 以 式 (2-23) 的 第 一 式 可 写 为 


462), _2асыафоовф 2. 0 (2-26) 
de 1- acsin! p 


显然 以 上 方程 的 解 应 有 以 下 形式 
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Liz 1 n= i -27 
P “1-acsinzp ? (i-am (2-27) 


AP c 待定 常数 。 
当 pg=0 时 , p= wo, 代 入 上 式 ,得 
cr =Š (2-28) 
所 以 有 
2 
"E": 
P 1 асе? (2-29) 
由 式 (2-23) 看 出 ,方程 有 解 
= = — acosg (2-30) 
Bldg zh BLUE T fir 5 E EE SUBE, 
振动 质 体 的 速度 为 
а=... 1 А 
di = 2 Psing = ашу Т" (2-31) 
而 振动 质 体 的 加 速度 由 式 (2-23) 得 
dro p 1 
qi 7 свіпф 7 avi (1- асып®фр) P (2-32) 
#4 ac «1 时 .位移 r EE USE BE GRA FÉR 
x= -acoso 
d aoo | 1+ acsi! sinp = ашозйпр + -Ба?сшо(3зїпр -sin3g) (2-33) 
абі 1+ 2acsin? g) cosp = ашфсовр + Фасо (соэр — cos39) 


由 上 式 看 出 , 由 于 惯性 激 振 器 随机 体 振动 , 其 转轴 的 角 加 速度 不 为 零 , 角速度 是 变化 的 。 
B$, 质 体 的 振动 速度 与 加 速度 均 与 正弦 曲线 及 余弦 曲线 有 一 定 的 差异 ,出 现 了 高 次 谐 波 项 


《例如 三 次 谐 波 项 )。 


可 


2.2 分 段 积分 法 


有 许多 非 线性 振动 系统 ,它们 可 以 划分 几 个 线性 区 段 。 对 于 这 些 分 眉 线 性 的 非 线 性 系 
统 可 以 用 分 段 积分 法 对 它们 进行 求解 。 属 于 这 种 系统 的 有 

1. 具有 两 个 或 多 个 线性 区 段 弹性 恢复 力 的 非 线 性 系统 (弹性 恢复 力 如 图 2-3 所 示 )。 

2. 系统 中 具有 非 弹 性 ( 即 塑性 ) 材 料 的 非 线性 振动 系统 。 

3. 具有 瞬时 冲击 的 系统 。 

下 面 对 某 些 分 段 线性 的 非 线 性 系统 , 利用 分 段 积分 法 进行 求解 。 


2.2.1 求 分 段 线性 弹性 力 的 系统 的 振动 周期 


图 2-3 表示 一 个 振动 质 体位 于 两 个 线性 弹簧 之 间 间 陵 处 的 某 一 振动 系统 "1, 其 运动 微 
分 方程 式 如 下 式 


йл} 精确 求解 法 227. 


m r+ f(z)=0 


0, e <=x<e 
(=) =44(=-е), xme 


(rte), r&-e 
如 果 从 中 间 位 署 开 始 来 度量 这 个 振动 质 体 的 运动 , 那么 其 弹性 恢复 力 与 位 移 的 关系 如 
图 2-3(b) 所 示 的 形式 。 


(e) 


e p , T 
i |= -e k Nese 2x/P 
PEN * < 


图 2?-3 分 段 线性 的 非 线性 振动 系统 
(а) ЗИЯН. Cb) 弹性 恢复 力 ，《c) 位 移 曲 线 ， (0) ARAR: (O 周期 与 初始 速度 的 关系 曲线 ; 
(O 等 信 力 作用 下 的 位 移 曲 线 ; (a) 等 什 力 作用 下 的 芝 度 曲线 
在 上 述 情况 下 , 自由 振动 的 周期 取决 于 间隙 的 大 小 及 其 他 一 些 参 数 。 假 设 在 时 间 :=0 
处 , 质 体 的 初始 位 移 为 零 ,初始 速度 为 +o, 则 穿 过 间隙 e 所 需 的 时 间 可 由 下 式 求 出 


= (2-34) 


ЖЕРИП е Z, ИК 5 GR ИНЕМ, 此 后 所 发 生 的 运动 为 简 谐 运动 , 直到 时 间 tw 时 质 
HB SEHCOUSE, EEB ro 变 为 零 的 过 程 中 的 时 间 等 于 该 振动 系统 周期 的 四 分 之 一 。 设 位 
移 达 最 大 值 的 时 间 为 

+Ж==+ә— үү (2-35) 


式 中 “mm 一 一 该 质 体 质量 ; 


&— ERARA; 
p—— WS HE, p= /k/m. 
因而 该 振动 系统 的 周期 为 
=. =4© 629.46 m Я 
ТОГ (2-36) 


初始 速度 引起 的 质 体 的 最 大 位 移 , 即 竺 干 辣 除 。 与 以 前 所 述 的 谐 和 振动 的 振幅 之 和 
za et metio fz (2-37) 


‚ 28° Ж} ЖН ж ж Фф Ж 3 2 k 22 т. б Ж 


PRAA Ei d iab, ЖУ Ж SE GE ВЕНОЗ ute FE 2-3(c), (d) 中 。 应 该 注意 到 
当 质 体 与 任 - 弹 管 不 发 生 接触 时 ,速度 为 常数 。 

由 式 (2-36) 可 以 看 出 ,周期 T RT TIGER HE ze R e LECHE > MER, BA zo 的 
关系 极为 密切 。 当 zo 的 值 接近 于 等 时 , 该 周期 趋 于 无 究 大 ; 当 速 度 变 得 很 大 时 , 周期 接近 


za, 图 2.3(e) 表 示 这 种 变化 图 。 


2.2.2 分 段 线 性 非 线 性 系统 在 等 值 力 作用 下 的 振动 [2 
REI 2-3(a) 中 的 系统 开始 处 于 静止 ,而 由 于 等 值 力 Q, 的 作用 将 产生 振动 , 运动 微分 方 


mz + f(z=)= Q, 
ü -е<х<е 
fG) deno. re 
(rte), r-e 


在 间隙 内 该 质 体 的 加 速度 为 ev = 2, 而 其 速度 和 位 移 可 由 下 式 求 出 


z 
isat xz (2-38) 


Hi; =0 # z = t, Р 2-3(f) P ЕТЕТ P Я — ЇН] ИН 5% Эй 2042... ПОТЕ 2-3(g) 中 速度 一 时 
间 曲 线 为 一 直线 。 在 此 情形 下 , 质 体 穿 过 间隙 所 需 的 时 间 


^um E (2-39) 


Zü qati = /2че 
当 质 体 接触 右边 弹 赞 时 , 它 的 速度 为 x1, 在 时 间 < <, 的 范围 内 ,位 移 变化 特性 为 


在 时 间 处 的 速度 为 


et ара) + М1-овр 41)] (2-40) 


其 中 ,右边 第 二 项 是 由 于 速度 х 产生 的 自由 振动 , 而 最 后 一 项 是 由 常 值 力 Q 所 引起 的 。 
这 两 项 在 图 2-3(0 P уст By f lB] EI 138 p) HEAR 3278, 所 有 三 项 之 和 为 图 中 所 示 的 
钟 形 实 线 。 
对 式 (2-40) 求 导 , 可 以 求 出 最 大 位 移 zw 发 生 于 如 下 时 间 tw 处 
==) 
[27 


(2-41) 


H 
1 = £j + —arctan| 


b 


se [TT с 
因为 钟 形 曲 线 对 时 间 „ 成 对 称 , 所 以 当 达 到 下 式 所 给 定 的 时 间 z; 时 ,位移 又 达到 e, ПТ 
iz2t,— 0 (2-43) 


然后 质 体 不 与 右边 弹簧 接触 , 并 在 дт жи + 本 时间 范围 内 遵循 抛物 线 轨 迹 运动 , 如 图 
2-3(f) 所 示 。 此 抛物 线 对 时 间 zs 成 对 称 , г, 和 it 个 可 由 式 (2-44) 计 算 


而 其 最 大 位 移 


ck жайа .29 ， 


E3= t2+ £1 1+Тег +211 (2-44) 
在 时 间 Т, ДК КАЕ ИВ, 位 移 图 将 继续 出 现 (图 2-3 (00 РАЖ) 
从 图 2-3(g) 所 示 的 速度 曲线 中 看 出 , 质 体 与 弹簧 不 发 生 接 触 的 时 间 内 ,速度 为 一 直线 。 
如 果 在 时 间 z, 处 , 常 值 Q, 突然 移 去 ,那么 我 们 得 到 矩形 冲 基 , 在 时 间 2, 处 , 该 系统 具 
有 某 位 移 c, MEERE г, TAAR 2-3 (0) 0 2-3(g) 中 确定 出 来 。 用 这 些 量 作为 初始 条 件 ， 
以 后 所 发 生 的 自由 振动 便 可 以 按 图 2-3(c) 和 图 2-3(d) 中 的 曲线 推演 出 来 。 


2.2.8. 具有 库仑 阻尼 系统 的 自由 振动 


图 2-4(a) 中 的 质 体 m 在 - ASISA 范围 内 ( 式 中 A = 20) TARAPITA, 因为 
在 这 一 范围 内 弹性 力 kA 小 于 极限 摩擦 力 Fo 而 
Fo= mgfo (2-45) 
RP fo 一 一 质 体 与 平面 的 滑动 摩擦 系数 。 
摩擦 力 Fo 始终 与 质 体 的 运动 速度 方向 相反 ,所 以 系统 的 运动 方程 为 
.. | -Fo 220 
mzr+kr= . 
| Fo r<0 


(2-46) 


图 2.4 具有 库仑 组 下 的 系统 
(a) 力学 模型 图 (b) 位移 曲线 (e) 速度 曲线 
假设 质 体 m 先 向 右 移动 一 个 初始 位 移 , B. z ZA, 当 放 众 质 体 时 ,该 质 体 开 始 向 左 运 


动 ,该 方程 的 解 为 


z = Asinpt + Bcospt m (2-47) 
而 速度 
ж = Apcospt — Bpsinpt (2-48) 
3 г=0 8f, z= то, х = 0, RAER 
acBeP в poe (249) 
所 以 有 
Ap=0 即 A=0 (2-50) 


于 是 方程 的 解 为 


-30 + З ф 6 УЕЗ УУ 


z= + vy- Ee) cospe = А + (о A)eospt (2-51) 


而 速度 . 
ж=-р(ху-А)зшрг (2-52) 


这 样 ,在 ose o iri BTE рУ, 其 运动 为 简 谐 运动 , p = 二 代表 此 运动 的 КЖ, 
M (SRI 则 由 式 (2-51) 可 求 得 


= А + (жо А)созр $= - 724) (2-53) 


HERE BIB REDE ET ca ERNEA БИКЕ 由 方程 (2-46) 第 一 式 可 求 
得 如 下 的 解 

= = — (zo - 3А )cospt (2-54) 
TE T ЕЖЕ g te {йй 25, ЭР. EL НОЕН FEAT р. 

由 式 (2-51) 和 式 (2-54) 可 以 看 出 , 当 质 体 向 左 运动 时 , 它 以 振幅 为 ro。~ 4 及 以 z=A 为 
中 心 产生 振动 。 当 向 右 运动 时 , 质 体 以 振幅 为 ro- 34 及 以 x= - A 为 中 心 产生 振动 。 每 
相隔 时 间 ,最 大 位 移 三 小 24, 每 一 周期 振幅 碱 小 44, 然 后 质 体 于 - Ace CA 的 位 移 范 
内 在 某 一 端的 位 置 处 停止 。 图 2-4(b) 及 图 2-4(c) 表 示 图 2-4(a) 中 的 质 体 由 于 初始 条 件 
z9710.5 和 z=0 所 产生 的 位 称 和 速度 图 。 


2.3 应用 举例 


[2.3.1] 直接 积分 法 求 Duffing 方程 的 精确 解 。 
在 解 方 程 前 进行 无 重 纲 化 ,有 如 下 形式 的 Duffing 方程 
Z+z+ezr3=0 а) 
初始 条 件 为 
z(0)= ro z(0)= zo (2) 
这 一 问题 的 解 是 c, е 的 函数 ,标记 为 Falte) 
该 方程 为 没有 一 阶 导数 项 的 二 阶 方程 , 通过 变量 代 换 工 =y 及 将 自 变量 从 上 变 为 > 可 
以 实现 求 积分 。 由 


原 式 变 为 
y 4 ++ ег? =0 (4) 
分 离 变量 后 变 为 
ydy= 一 (z+er3)dz (5) 
求 积 分 得 到 
y= [Lane |с -F(z)+C (в) 


cd жайа onc 


其 中 C 为 积分 常数 。 Rtt 对 应 系统 的 动能 ; F(z) 与 系统 的 势能 成 正比 例 , C 则 与 


系统 的 总 能 量 成 正比 例 。 
在 上 式 中 利用 初始 条 件 (2), 有 


4 - 二 x+ 二 ez +C (7) 
因此 
с= +1369 реф - (8) 
HIT у= z, 由 (6) 式 可 得 
£= * /2C- z2— er2/2. (9) 
二 号 对 应 x 轴 上 方 和 下 方 的 运动 , 分 离 变 量 后 , (9) 式 变 为 
dz 
а = 上 一 一 全 一 一 一 10 
ФС x3 - ex*/2 oo 
积分 上 式 
-f dz 11 
! L #2С-х*-єт*/2 aD 
下 面 研究 Duffing 方程 周期 运动 的 周期 的 精确 解 。 
周期 运动 关于 x 轴 对 称 。 可 以 设 与 x 轴 的 两 个 交点 为 (zu*0) 和 {- zxo,0), 此 时 
c= dait bert a2) 
刚 (11) 中 根 号 内 成 分 为 
ac 2 erts aht Eeri a- pert Glo sDüs ede) (13) 
式 (11) 变 为 


esf — d — r (14) 
P 1elebele? 


2481Ж г = — zocos0 时 ,上 式 可 化 为 标准 的 椭 贺 积分 形式 , Н. и = + zo, ХУ 00 = 0 和 
к. ЖЕ 


"m +], xosind8 = £ 『 ав 
G 020) Ë teri рео С% й dele lebeeo 
0 d 
=+ L = =+ |, 7 1 - 46 - as) 
eh teri = gertsin 20 o #1+єшй i uet 
—— ME 
Jt exi ta Tus 
相 平面 从 点 ( - го, 0) 到 点 (zo,0) 是 到 个 周期 , 故 周期 了 为 
(16) 


22 ni 46 
Үл + ertt у – аѕіп20 
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此 式 为 第 一 类 完全 椭圆 积分 , 可 以 查 宕 得 到 。 这 样 就 求 得 了 Duffing 方程 的 精确 周期 。 表 
2-1 给 出 精确 解 的 有 关 数 值 结果 。 


LE! Dutting 方程 的 精确 解 
а ° 0.02 0.04 о 06 6 08 0.10 
ext 0 0.042 0.087 0.136 0 190 0 250 
T 6.283 6.187 6 088 5 986 5 879 5.767 
计算 与 思考 


1. 一 振动 系统 ,运动 微分 方程 为 m z + (x) 二 0, 其 中 恢复 力 为 
F(z)= kr + Fosgn(z) 

运动 初始 条 件 为 x(0) = А,х (0) = 0。 试用 分 段 积分 法 求 系统 的 振动 周期 。 

2. 一 车 辆 水 平 冲击 减 振 器 , 减 振 弹 簧 的 弹性 焦 复 力 Е(х) = kx + az?), 车 辆 的 质量 为 
m, 车 辆 撞击 减 振 器 的 初速 度 为 ro。 假设 车 辆 与 减 振 器 相 拉 后 保持 接触 而 不 分 离 , 并 略 去 
减 振 器 的 质量 。 试 求 减 振 器 的 最 大 位 移 。 

3. 一 振动 系统 的 运动 微分 方程 为 

Ec ойх +&}(т)+2их=0 
EP е 为 小 参数 , w 为 阻力 系数 , 均 为 已 知 , 恢复 力 为 
(вх 一 or 
f(x) | 


(&'-R')x холоо 
=(k ~k)r -<r 
ka AEA, 试用 分 段 积分 法 求 其 响应 。 
4. 试用 积分 法 求解 Duffing 方程 
Y+ x+er3=0 
初始 条 件 为 zx(0)=1,z(0)=0 
` 5. 一 振动 系统 的 振动 微分 方程 为 
т+їЁ?х=0 
k 为 常数 。 试 用 直接 积分 法 求 振动 周期 与 位 称 的 关系 。 
6. 试用 直接 积分 法 求 单 摆 的 运动 周期 , 初始 条 件 为 xt0) = хо, z< (0) =0. 
7. 设 一 具有 平方 阻尼 的 自治 系统 ,其 恢复 力 为 (zx), 其 运动 微分 方程 为 
工 како 0)=0 
试用 直接 积分 法 求 出 运动 周期 的 积分 表达 式 。 
8. 细 长 弹性 杆 两 端 受 轴 压 力 p 作用 而 产生 弯曲 振动 , 可 用 振动 微分 方程 


märki- 28s (0-8) =0 


来 描述 ,试用 积分 法 求 其 运动 周期 。 


. 33. 


第 三 章 ”等 价 线性 化 法 、 谐 波 平衡 法 、 
辑 辽 金 一 里 兹 法 与 选 代 法 


3.1 FERHELLE 


我 们 用 等 价 线性 化 法 分 别 研究 自治 非 线性 系统 和 非 白 治 非 线性 系统 两 种 情形 。 


3.1.1 自治 系统 


已 知 某 非 线性 振动 方程 , 其 阻尼 力 与 弹性 力 具有 非 线性 特征 , 其 振动 方程 可 表示 为 以 下 
形式 
тх + falta) + (z,z)=0 (3-1) 
RP /f/m(,z) 一 一 非 线 性 惯性 力 与 非 线 性 阻尼 力 的 综合 表达 式 ; 
天 (x,XY) 一 一 非 线性 阻尼 力 与 非 线 性 弹性 力 的 综合 表达 式 。 
用 等 价 线性 化 方法 求 非 线性 振动 方程 的 解 , 首先 应 建立 一 个 与 非 线 性 振动 方程 相对 应 
的 等 价 线性 化 振动 方程 , 即 
m + cz + ker = 0 (3-2) 
式 中 “mm 一 一 等 价 质量 ; 
cr 一 一 等 价 阻力 系数 ; 
в. 
设 等 价 线性 振动 方程 (3-2) 有 以 下 形式 的 解 


х= асоз(о2 + 0) = acosó, i- —aw,sinj, “x= —аш1созф (3-3) 
对 于 小 阻尼 情况 , 式 中 的 振幅 a 和 等 效 阻 尼 比 8, 与 等 效 固有 频率 w, 可 表示 为 
ama, B=, a= Ja, Hoz E (3-4) 


将 式 (3-3) 代 入 式 (3-1) 和 式 (3-2) 中 , 并 将 非 线性 函数 展 为 富 氏 级 数 , 便 可 求 出 等 价 质量 
mm、 等 价 阻力 系数 c УЧИ ВА, 的 值 。 
普 先 将 非 线 性 函数 展 为 窜 氏 级 数 , 即 


falist) = cot У) (с„созлф + dssinng) (3-5) 
= 


flt, х) =ао+ Š) (а„созпф + b,sinng) 
КЕ - 


XT — ik Ediz Ж, НЕЕ КО ЖОЕ BU [CK is pi K p {К X M БИК ИНЕ 
力 , 因 此 可 以 将 后 者 大 作 是 小 量 , 近似 计算 时 可 略 去 。 这 时 可 到 一 次 近似 为 * 
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f(E, z)==co t cicosó + dising (3-6) 
filz, z)=#=zao+ аүсоз + bising 


为 便于 表达 , 记 
fn (a, di) = fj,( -awicosy, — awsing) 
. AG, Ф) = басо, — awsing) 
N, 按照 富 氏 级 数 的 公式 ,系数 co cp dif ао, а], bi ИЖ КАЯ. 


end | лба do 


1 2 
el P flapspdy а=” fala, фар 
° x Jo (3-7) 


2x 25 
elf Fala, p)cospdp и= |, Аба, ф)зітфаф 
Ж (3-6) (3-7) КА (- 1) н, 可 得 


mi Госа, #)eospd9 Jeosy + ERAO 9)sinyay Jsing 
+ BRO 4)cosydy Jeosy + [ES A Gu. goingay нар 
=0 
当 考 虑 (3-3) 式 的 近似值 并 去 除 不 变 作 用 力 项 co, ao 时 ,有 
mi- e Феран e- [ Gf Фран l 


Га, peeyay 上 - ГА Ca, yanga] 


(3-8) 


=0 
对 应 于 式 (3-2) 的 等 价 质量 m。、 等 价 阻力 系数 с, 与 等 价 刚度 分 别 为 


ma | ffe tos epa] 
a=- ЕЯ Fala, psingdy ]- [f^ Аба, 0)sngao | (3-9) 


n= [ДЇ ла. орав] 
将 式 (3.9) 的 信 代 入 式 (3-4) 中 , 便 可 求 出 等 价 间 关系 数 о, 与 等 价 固有 频率 w 


а __ 4 
2m, 2mmea 


[Mate wsingay + J Ata, етра] (3-10) 


2r 2n 
„= JE = [f ма, Феде (m - [a re eene |) 
s12 PARRA 
假如 已 知 某 非 线性 振动 方程, 其 蛆 尼 力 与 弹性 力 具 有 壬 线性 特征 , 其 振动 方程 可 表示 为 


ЖЕФ Ж» EIL атак il p — 506060 ，35 


以 下 形式 
тут + f,(z,z)+ filaz, хт) = Fsinve (3-11) 
REP falz, х)——ЗЕЮЙЫЙЕ 71 5j dE ТЕН ӘЛ ИЕ ЖЕК; 
Fi Gr 3) — 3EERTEEUE 73 dE RERE FR RER. 
非 线性 振动 方程 (3-11) 相 对 应 的 等 价 线性 化 振动 方程 为 


т + c + kar = Fo + Fsinyt (3-12) 
式 中 ”me 一 一 等 价 质量 ; 
< 一 一 等 价 阻力 系数 ; 
一 一 等 价 弹簧 刚度 ; 
Fo 一 一 不 变 的 作用 力 : 


只 要 求 出 等 价 质量 mm。,\ 等 价 阻力 系数 с, ME MARE k, 非 线性 振动 方程 就 可 以 近 
似 地 按照 线性 振动 方程 进行 求解 。 由 于 阻尼 的 存在 ,自由 振动 在 经 过 一 定时 间 后 将 会 消失 ， 
所 以 可 设 等 价 线性 振动 方程 (3-12》 有 以 下 形式 的 强 追 振动 解 
z=Apo+AAsin(t — B) = A+ Asing, 2 = Avcosg, Z= -Arzsinp (3-13) 
因此 , 等 价 线性 化 振幅 A HA 8 分 别 可 由 下 式 求 出 


F. 
A = Esel. 8 = arctan 2—5, Ао= 29 (3-14) 
k, ту k, — теу k, 


等 价 质量 m 等 价 阻 力 系数 c SEMAN z, 的 值 , 可 以 通过 将 非 线性 惯性 力 、 非 
线性 阻尼 力 与 非 线性 弹性 力 按 富 氏 级 数 展开 的 方法 得 出 


falZ,z)= co 二 > (cncosng + dusinng) (3.15) 


А(т,х)=ао+ 2 (a,cosng + b,sinng) 
对 于 一 般 非 线性 振动 系统 , 按 富 民 级 数 展开 的 一 次 谐 波 力 远 大 于 二 次 和 其 他 高 次 谐 波 
力 及 常数 项 .因此 可 以 将 后 者 看 作 是 小 量 ,近似 计算 时 略 去 。 这 时 可 取 近 似 值 为 
fa (X, z)= co * cicose + dising (3-16) 
fax x)= ау + aycose + bising 
为 便于 表达 , 记 
fa (As ф) = fnt— А»?зїпр, Avcosp) 
lAo, А.ф) = fi(Aot Asing, Аусозф) 
按照 富 氏 级 数 的 公式 , 系数 co с, d i 和 ау, arn bi 可 按 下 式 计算 


x 
=з | СА, рар 


2e 2x 
ат f" 六 (Ap)eospdg， 由 = 二 | f, CA p)sinpde Gan 


1 2л 
m» fil(Ao,A,p)dg 

1 2 1 2 . 
aif ACA. A, e)cospdg, antf fl Ao A, p)singdg 


将 式 (3-16) 和 式 (3-17) 代 入 式 (3-11) 中 ,可 得 
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m £ + RA fal A, 9)singdy sinp + [+ ip £, (A, p)cospdp Јевр 
+ [4 fi Ao А, TIUS IN AA» А, p)cospdy ese 
= Fsin - [1 mta ае ]- [s A Av A pae] (3-18) 


EA FAC 9p)singdp 上 E+ | БА], МА. рар} 


Д 1 27 А 
+ E fi(Ao, A, е + P CA А, 9)cospd9 上 上 


ған [Ef бл, өўае]- [E Anapa] (349) 
sma Sha o чене), йемек a SENERE o DOS 


m,—m- EN 六 (4,p)snpdp] 


тх 


с. = а, денеде)» [3 f A Ae A. eYosede | 
k= [Af A e wsnpdy] | (3-20) 


F= - ШАН gdp + САА, do] 


[^ fa (A. peosgdp + |” ACAo. А, фЭсозрде | 


EVA 


w, = {2 = [a Alo A, p)singdo/ | т - EUR СА, A, g)singdae |} 


将 式 (3-20) 的 值 代入 式 (3-14) 中 便 可 求 出 等 价 线性 化 振幅 A 及 相位 差 8。 


[ 例 3.1-2】 用 等 价 线性 化 方法 求 下 列 非 线性 振动 方程 的 等 价 阻 力 系 数 c 与 等 价 弹簧 


刚度 te。 


m £ + cz + kz + bz? + dx’ = F sinvt 


RF b d 一 一 与 位 移 成 三 次 及 五 次 方 的 恢复 力 系数 。 


解 ” 设 方程 的 强迫 振动 解 为 。 
xc Asin( и - 8) = Asing 
+ = Aveos(vt — В)  Avcosp 


按照 式 (3-20) 第 二 式 , 求 等 价 阻力 系数 


c =-= [с( А»совр) + š (Asing) + b(Asing)? + d ( Asing)5Jcosedo 


=ç 


非 线性 弹性 力 对 等 价 阻力 系数 с, 的 值 没 有 影响 。 


按照 式 (3-20) 第 三 式 可 求 出 等 价 弹簧 刚度 


2. 
k = à j [e (Avcosg) + k (Asing) + 6 (Asing) + a (Asing) ]singdp 


第 三 事 Yi Atik k tsik DELE EET MEE E 


(8/5 


ca HAT e бал? 
33] 已 知 非 线性 方程 


m zr + f, (=) = Fsinvt 


RP f(z) 一 一 非 线性 弹性 力 ; 


kr -es<çz=<e 
Аб) = + Ak(r-e) xZe 


z tAk(z=+e) х©-—е 


求 等 价 刚度 、 等 价 固有 频率 及 受 迫 振动 的 振幅 。 
解 ”在 一 次 近似 的 情况 下 ,方程 的 近似 解 为 


z = Asin(ut — f) = Asing 


非 线性 弹性 力 在 一 次 近似 情况 下 可 改写 为 以 下 形式 
kAsing P92 Per rt pe yr- Pe 
A (Asing) = 


RA sing + Ak(Asmp-e) фел g, 
Asing +Ak(Asng +e) mg, px2n- p, 


RP о, HIR e 所 对 应 的 相位 角 ; 


Ф. = arcsin А 


£ 


该 系统 的 等 价 弹簧 刚度 为 


1 р" А И 
У |А f(Asing)sinede 


将 zx 的 值 代入 ,并 进行 分 段 积分 , 可 求 得 


k. =k 


tafi- 2 az h- zr tarla- Zf p+ адр) ] 


є 
为 A<1 


,可 将 are sin ENE 1 |£] RAFEM, FEE 


naerad- ADSIT alal T 


等 价 固 有 频率 w= {4 
等 价 线性 化 振幅 为 а= Ё 
k,— mv 

3.2 WAPAA 


谐 波 平衡 法 是 将 非 线性 方程 的 解 假设 为 各 次 谐 波 登 加 的 形式 , 然后 将 方程 的 解 代入 非 
线性 方程 中 , 消去 方程 中 的 正弦 项 与 余 荡 项 , 即 可 得 到 能 求 出 含有 未 知 系数 的 相应 多 个 代数 
方程 式 ,进而 可 求 得 方程 的 解 。 

设 有 非 线性 方程 


Z= f(z,z,t) (3-21) 


车 fG х,у HAMAT HRR, 并 且 方 程 存在 善 周期 等 于 工 或 了 的 整 售 的 周期 
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解 的 情形 , 方程 右边 (r,r, DE z, + 的 有 限 区 域内 分 别 满足 莱 伯 尼 兹 条 件 ,方程 的 解 是 惟 
一 的 ,而 且 是 分 段 可 微 的 ,因此 有 可 能 麻 成 为 富 氏 级 数 , 所 以 可 设 方程 的 解 为 


z= 学 + У) (a,cosng + b,sinng) (3-22) 


将 它 代入 等 式 的 两 边 。 等 式 两 边 的 常数 项 ae 及 cosng, sinng 的 系数 必须 分 别 相等 ,如 果 只 
取 到 п 次 谐 波 , 则 可 得 2n + 1 个 方程 ,由 此 可 求 出 包含 有 n 次 谐 波 的 近似 解 。 这 一 方法 称 
为 谐 波 平 衡 法 。 
[3.21] 用 谐 波 平衡 法 求 以 下 有 阻尼 Duffing 方程 的 次 谐 波 解 ( 亚 谐振 动 )C27]。 
m Z + er + k (z + bz2) = Qeoswt 
解 w 
rsg emban ЈА, р, РЕ 220, vc 
ЖАЗИ г, ЛЕ vx у, 便 可 写成 
t + yÇ + t + Д = 下 cosvr 


(8=+1) (=) 
如 果 设 
8—vr-9, Fcosóë= H, Fsinë=G 
则 上 述 方程 为 
veg” + yug + E+ BO = Hoos8 ~ Gsin8, t=) 
假设 它 的 次 谐 波 振动 解 


£= Aseos 2. + Bisin 2 ? + Aicosg+ Bising + ~ 


将 土 式 代入 前 式 ， атат. 可 得 
1-2 ЗАА, +2А{ *2B1| =0 


1 3 
32 + ABB A1=0 


ü - a, (АЎ +6A1B} +3А1 +3А,ВЇ) +B, = H 
à - v8, + gg, [241 + BE At] - a, - G 
АЗ +В =, А{+Ві=а?, H?+G SR? 


则 有 
1- Fdw tel volo dipende 
x[r- 2 ps |p eph depot Е? 
Apolo +1, 解 第 一 式 ,得 


p= al = ав 12-1] - 02 ПЕТ lj ijr - 63a" - S nr] 


X32334 As ik W k Tik AERA 1390. 


由 第 二 式 得 
{кй ые dolce dur de] deed 
х{[1-›°+ Заз Зра rze) , 


RP g= +1, 软 特性 为 ~1, 硬 特性 为 +1。 
用 电子 计算 机 进行 枕 代 求解 , 可 得 次 谐 波 振动 的 幅 值 p1, oz 5 у, у 的 关系 , 以 及 基 波 
WEH a1, az 与 y, v 的 关系 ( 见 图 3-1)。 


1.0 
Š 0.05 
& 
0.0 
3. 
б ‚ 
(а) (b) 
B1. 
Bo 0.40- 30.0,0.12,0.17. | 7=0.17 
30.0,0.12,0.17 " 
ыт 0.30 [чыз 
F30 > 
ат 
0.45 
1.0 š 9.35 “ E 
š š ho 25 7=0.12 Ja 
= 0.50| 
š = 
0.5 0.40 叶 ar 
0.30 а 
0.2 720.0 Ps 
°% 5 5.9 
0,0 — 3.5 4.0 3.5 s.a 3.6 35 4.0 3. К 
v v 
ха) 


o 
31 рр, Ж ana: 5 yv 的 关系 
(а), (), (ce) рь 5 у, RR: (d) aaz 与 Xv 的 关系 
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3.3.1 MIA 


采用 微分 算 子 D- 其 ,可 以 将 非 线性 方程 守成 
f(D,z,#)=0 (3-23) 


. 40 - ЖН эз} 6 9 з k 2. = k Ж 


式 中 的 f(D, z, t) 一 般 是 算 子 DD、 因 变量 x MELE: 的 某 种 非 线性 函数 。 对 于 精确 解 
х(«), 函数 f(D, zx,t)=0, 而 对 于 近似 解 X (2, ERE F(D, X, 1750, 或 多 或 少 会 产生 余 项 ， 
或 称 误差 s(z) , 即 有 
РО, X(t), t) = (2) (3-24) 
对 微分 方程 的 近似 解 可 以 采用 最 小 二 乘法 处 理 , Ph ERAS ЖОШИ ФЕ 
在 这 种 情况 下 , 如 果 设 我 们 所 考察 的 自 变 量 区 域 为 a 所 + 所 6b, 误差 为 s( 引 ,而 “误差 的 
平方 和 ”可 以 用 以 下 积分 式 来 表示 


b 
J= | ecu (3-25) 
假设 近似 解 x( BPD ВО 588 ç, CO f EHE вят, MA 
X= риб) + 51 ep) (3-26) 


ЗЕТЕ (3-23) 0 36 REMIR Ж Н ЖЕ R — SE ЖОШ SER ОЕТ X G). Mop ng 
c R| БАЛАЛУ ДЕЕ MER Е GE, BA TERADE 
站 = [ 266) Sai =0 
(3-27) 


eit 
区 -> GS a = 


来 解 出 co ERE polt) PIU A UD EUR t ta TE BJ Ж P ЖЕЕ, ECTS s ШЖ ЕЕ ЕЕ (E, 
并 且 使 它 满足 初始 条 件 。 这 样 ,对 于 po{z) 来 说 初始 值 都 等 于 零 。 通 常 地 , 可 将 X CO BUE 
为 各 次 谐 波 的 和 迭 加 
x()- > c, sin( iot — a, ) (3-28) 
[ 例 3.3.1] 用 如 辽 金 法 求 以 下 Duffing 方程 的 解 。 
ZE +azr+bz)= 0 
Я 当 ， 甚 小 时 , 它 的 周期 解 近似 于 谐振 动 ,所 以 取 呆 频率 为 w, 振幅 为 A, 即 取 
X(¿) = Acosot 
作为 近似 解 。 这 相当 于 取 ро= 0, фу = cicoset, c; = A. XXBTIRZÉE ç 为 
а= (аА taat 2) cost + T bA2cos3eot 
ин. THE тим, 25), 因而 最 适宜 的 条 件 可 写成 
Z =2 f7 «(2 аса) 
-2 人 [Í [Ц - г + aA + 2.84?) cost + Leatsa | 
x [( 7t a + Saa] сово + -5АФсов3ше Jalur) =0 
即 有 
( - «А + аА Eg ( -wta +243) toa =O 


由 此 得 A=0 


AEE Phua жата uki — 33k БАА 141. 


或 PEPPER E) 
这 是 一 个 关于 bA? 的 一 元 二 次 方程 , 解 之 得 
«^ -a = kbA? 


Rob e= 1 (6+6), UP k =0.89 R &=2.11, 

A=0 给 出 方程 的 显然 解 ,这 相当 于 k= + oo, 这 时 了 =0。 而 系数 0.89 55 2. 11 究竟 那 
一 个 给 出 J 的 极 小 值 , 可 以 通过 下 面 的 分 析 弄 清楚 。 
因为 对 于 光滑 曲线 来 说 . 极 大 值 与 极 小 值 往往 是 交替 发 生 的 , 考虑 到 这 一 点 , 由 于 
+ oo 时 ,有 了 J= 0, 它 给 出 最 小 值 ,所 以 上 =2.11 HEF J КЕ ЖИЙ, ПЧ k = 0.89 А] КУЗ 
BMA. k 的 精确 解 为 0.75, 按 这 种 方法 求解 有 一 定 误差 。 


t 
æ 
l 


H 


了 取 


3.3,2 里 兹 法 


前 一 种 方法 是 用 误差 平方 的 积分 来 评价 近似 解 的 近似 程度 。 除 了 上 述 积 分 之 外 , 还 有 
其 它 多 种 形式 的 积分 ,其 中 之 一 即 拉 格 妆 日 郑 数 工 = Ts — U 的 积分 ,或 称 为 哈密 顿 作用 基 


1= 『 Lac- J^ (s - toà (3-29) 
t f 


式 中 Ts 一 一 系统 的 动能 ; 
QU 一 一 系统 的 势能 。 
对 于 方程 的 周期 解 来 说 , 哈密 顿 的 作用 量 J 的 变 分 可 取 为 0, 即 


т 
aj zu (Ts - U)d 
- x (UG 7 miis, + (Y, mad) By, + (Z, — mis )dr-0 (3:30) 
zm 了 一 一 周期 ; 
XX, 了 ,,2, 一 一 三 个 坐标 方向 上 的 有 势力 ; 
m, 质 体 i 的 质量 ; 
jo s RIK 在 三 个 坐标 方向 上 的 加 速度 。 
采用 以 上 方法 ,可 以 求 出 方程 的 解 。 


下 面 来 看 前 面 列举 的 非 线性 方程 FID, x, 1) =0。 假 设 该 方程 是 二 阶 方程 , 那么 它 就 可 
以 看 作 是 一 个 力 , 即 相当 于 式 (3-30) 中 的 X, – тх, 因而 方程 f(D, z, ¿) = 0 应 满足 式 


(3-30) 的 条 件 , 即 


[CD03rdi=0 (3-31) 
使 式 (3-29) 中 的 了 取 最 小 值 的 近似 解 为 X(t), 也 可 以 把 它 看 作 是 近似 度 最 好 的 近似 
解 。 所 以 式 (3-24) 的 解 可 由 下 式 求 得 
[eco - IÑ f(D, X, ()0Xde - 0 (3-32) 
ШЕ, 


X(t)= 3 cpl) (3-33) 


42° fk Fi, +k 6 Io St. P e MO T 8 A 


因而 有 
8Х(:) = > 3e,g (t) 
按照 哈密 顿 原理 
T 
[, ADX, Dio CORE 
m 
T 
J, AX oed ， 


待定 系数 с, 便 可 由 上 式 确定 。 
对 于 无 阻尼 非 线性 系统 , 可 没 方程 的 近似 解 为 


XG)- > csiniwt 或 Х(г)= > c oosiwt 
121 ILIA 

对 于 有 阻尼 的 非 线性 系统 , 可 设 方程 的 近似 解 为 

хХ(= 5) asin(iot-a,) 


或 
хо) = 六 (osiniot+acosiar) 
由 (3-38) 有 T 
X(t) = > [Bc,sn( iet — a,) — cicos( iot — а,) да, ] 


将 (3-40) 代 入 (3-36) 式 ,待定 系数 c, Жа, 可 由 下 式 求 出 
f (D, X, £2sin( iot ај) =0 


ІА f(D, X, 1 )cos( iot — a,)dt =0 
将 近似 解 代入 上 式 中 , 完成 积分 计算 , 便 可 得 到 一 个 代数 方程 或 代数 方程 组 。 


(3-34) 


(3-35) 


(3-36) 


(3-37) 


(3-38) 


(3-39) 


(3-40) 


(3-41) 


此 用 迎 


辽 金 一 里 效法 时 , 其 问题 归结 于 代数 方程 组 的 求解 。 但 有 时 得 到 的 代数 方程 是 超越 方程 或 


超越 方程 组 , 计算 往往 是 相当 复杂 的 。 
[13.3.2] 茶 非 线性 方程 


т + р. (х) = Fsinvt 


kz Cere 
f(z)=4k #АЁ(х-е) 123e 


zrtAk(rte) a&—e 


试用 本 节 的 方法 求 方程 的 解 。 
ж ”由 上 式 得 
f(D.,z,t)= m E fi(z) - Fsinw =0 
设 一 次 近似 解 为 
Х(г) = Asinvt 
代入 式 (3-36) 中 ,得 


REE Ж B tak Me K PAL UT t Жи b ih fü ik 


. 43 


т 2s 
Í f(D,X,t)pdt = [Н [7 mu2Asinut + (т) — Fsinvt ]sinvzdi = 0 
° 9 


将 非 线 性 函数 FOX) IDE КА ER, 进行 分 段 积分 ,并 化 简 得 


Abb А Е. 2|A ‚е [F] 
e A асап ү1-{Д 


Ak 
整理 后 可 得 
A- F 
как Z| a £ £ (р [£ MIP 
EDS <1, PB arc sin ШЕ Ji- п-ова, тан 
Ат 


为 了 求 得 A E SUR RIO. 由 上 面 解 式 可 见 , 等 号 左边 和 右边 分 别 为 


上 式 车 以 全 为 自 变量 ， 用 坐标 横 轴 来 表示 ;而 у, 和 x; 为 纵 坐 标 , 则 第 一 方程 为 两 条 曲线 


A'B^fil A B ,第 二 方程 为 直线 。 这 两 条 线 的 交点 即 为 方程 的 解 。 


用 数值 方法 计算 时 ,将 具体 数值 代入 上 式 ， 利用 两 式 相等 的 条 件 , 即 可 求 出 全 ， 当 。 值 确 


定 后 , 便 可 求 出 A @ 
3.4 RRE 


3.4.1. ЖЕКЕ 
杜 芳 方 程 的 近似 解 可 用 社 芬 迭代 法 求 出 。 设 杜 芬 方程 有 以 下 形式 


F + az + br? = Fooswt 
假设 b 很 小 , F 也 很 小 ,而 且 2 接近 于 а, 这 时 方程 可 写成 
Ea = (2 — a) z — bx) + Fcosvt 
在 上 述 假设 下 ,方程 右 端 为 小 量 , 因此 可 以 先 将 它 略 去 , 方程 成 为 
xzo+wzo=0 
н» 
Zo = А соѕи 


并 作为 零 次 近似 解 。 将 它 代入 式 (3- 43) 右 端 , 有 
EL+ l= Fo -а)А - 24A) + p Jose – вА? cos3vt 


(3-42) 


(3-43) 


(3-44) 


(3-45) 


(3-46) 


根据 上 式 来 确定 一 次 近似 解 时 ,为 保证 z, 是 局 期 的 , 即 方程 的 解 中 不 出 现 长 期 项 (或 


` 44; ER Н ж ж зе +k F © Ж p ok Z. тоя k Ж} 


称 永年 项 , ART) tsinw 与 cosvt , ERAN cosut 的 系数 应 等 于 零 , 因而 有 


v nada P (3-47) 
式 (3-46) 去 挤 永 年 项 后 求解 ,再 加 上 人 零 次 解 ， EE OERE 
iG) = Acos + zg LA з (3-48) 
式 中 的 ， 由 (3-47) 确 定 。 在 这 ~ 方程 中 , 我 们 有 意 不 给 定 v, 而 把 它 看 作 是 基 波 振幅 A HR 
be 
将 次 近似 解 代入 式 (3-43) 的 右 端 ,再 按 方程 (3-46) 确 定 二 次 近似 解 +a(t)。 假 设 代入 
后 右 端 可 写成 以 下 形式 
P ÇA )cosvt + Ps( А )cos3yt + P5(A)cosSyt ++ (3-49) 
ЖУТ (ORARET ESME, AE Pi(A)= 0, 即 
yas iau Е T CRM zi (3-50) 
而 二 次 近似 解 为 
y) = Acos = PAA uu -EA з + "ез (3-51) 
以 下 各 次 近似 解 可 依次 类 推 。 
‚ 式 (3-47) 可 看 作 以 激 振 力 幅 下 为 参数 的 共振 曲线 或 响应 曲线 的 一 次 近似 关系 式 , 即 
A= 一 一 一 (3-52) 
а БА? 
如 果 b = 0, CRRA AERE ВЕНА ЖК. A 
TE (3-52 WEBS, ЯНСА, 02) 7, CRT EL RM 2 = 
at 2А MIRR ^ = -ERAREMA 3-2), Н А 
图 可 见 ,vw? 作为 A 的 函数 是 单 值 的 ,相反 A 作为 ww 的 函数 
在 某 些 区 域 是 三 值 的 。 ° - 3 
对 于 具有 线性 阻尼 的 杜 芬 方程 , 可 以 用 类 似 的 迭代 靶 进 
NN 图 3.2 АБУ} 的 关系 曲线 
行 求解 。 
3.4.2. DARE 
这 种 方法 仅 要 求 激 振 力 幅 F 为 小 量 , 非 线 性 函数 f(z ) 则 可 以 是 任意 的 。 因 而 对 于 方 
в . 
X + f(z)= Feosvt (3-53) 
可 设 0= ut (3:54) 
将 变量 1 置换 成 变量 9, 式 (3-53) 可 改写 成 
VA + flx) = Feos8 = ` (3-55) 


为 说 明 方便 , 假定 非 线性 特性 有 反对 称 性 , 即 /( х) = РО), 但 拉 售 法 也 适用 于 不 
存在 反对 称 的 情况 。 ， 


ЖЕЎ dien Hike k + arik e RT Y. Б . 45: 


这 种 方法 仍然 是 给 定 4 值 ,并 将 ， 看 作 是 4 的 函数 。 并 县 以 非 线 性 自由 振动 方程 
vix ot f(zo)=0 (3-56) 
的 解 re 作为 零 次 近似 进行 迭代 求解 。 先 确定 其 周期 为 2x, 初始 条 件 zxo(0) = А, x97 0. 
求解 xno(0) 和 vo 可 由 第 二 章 所 述 简单 求 积分 法 进行 求解 , 即 设 


F(z)= f flz)dr (3-57) 


取 9 为 z 的 函数 


О dr _ 
9757], FA FG (358) 


由 于 /(-z)= -A(z), 所 以 有 


1.2[^. dz - 
vo 2 |, 2[FCA) - FCz)] d 


这 样 求 得 零 次 近似 解 后 ,一 次 近似 解 可 由 以 下 方程 求 出 周期 为 2« 的 周期 解 。 

ix^, fx) 7 Feos( Oo(x1)) =0 (3-60) 
同样 可 在 初始 条 件 下 zx.(0) =A,x(0)=0, 以 及 周期 性 条 件 z, (0 +2x)= xz1(9) 下 ,再 一 次 
用 简单 求 积分 法 求 出 xz1(8) 与 v1。 而 n 次 近似 解 z,(9) 与 vy, 可 以 从 以 下 方程 解 得 

1", + flan) Feos( б„-1(т„)) 20 (3-61) 
且 应 满足 下 列 条 件 2, (0) = A 27,00) 50, AR z, (02x) = х, (0), MERE 0, (z JE 
a -1UOEL UT ИЧЕ ЕНЕН Ж 0002), 7,0, -1(z)。 必 须 指 出 , 拉 会 法 假定 了 函数 z (0) 
在 半 周 期 内 是 8 的 单调 函数 , 如果 不 是 单调 函数 的 话 , 则 不 存在 惟一 对 应 的 反 函 数 ,因而 拉 
合法 是 不 适用 的 。 


3.5 应 用 举例 
[ 例 3.5.1】 系统 的 方程 为 
Z +sgn(z) =0 a) 
用 谐 波 平衡 法 求 其 幅 频 关系 , 并 与 精确 结果 进行 比较 。 
解 ” 设 近似 解 为 
x =acoswt (2) 
将 sgnkacoswt ) 展 成 富 氏 级 数 。 由 于 它 为 偶 函 数 , 故 富 氏 级 数 中 没有 正弦 项 
sgn(acosot)'= agla) + ai(a)cosot + 高 次 谐 波 (3) 
式 中 


P 2x/o d 
оба) sgn( acoswt Jdt 
af Qoo? Эли (22) uf a 
(f dt -| d: + f a) 
а xo) 3/20) 


» p 
га) |, sgn(acoset)dr 


> ple 


(4) 


xb 


x Qu) 3er) 
== (f cosetdi 一 I созе dt +] созо? dt 
LAIT i w) Inf (2w) 

4/х 


< 46 ， fk DII P Ед тж Дд Ж 


因此 ,将 > = асозом 代入 原 方程 可 得 
一 wacoswt = — созш + 高 次 谐 波 


比较 上 式 两 边 coswt 的 系数 , 可 得 


w=2/ Jra 
此 式 即 为 所 求 的 幅 频 关系 。 
方程 可 以 用 精确 积分 方法 求 出 精确 解 。 原 式 写成 
之 一 3 


у= +104 х>й<0) 
T8 y= -2х CRY! -2r C. 
M z>0 BF, 对 微分 方程 z= -1 进行 积分 ,可 得 
rG)= —t +C, 


zü)- -le. Cit t C5 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


设 1 为 振幅 为 a BARIT H 1/4, WE x (0) 50, z (5) 一 0, 故 积分 常数 Ci = 5. C, 70,08 


z(t)= sen 


X z(6)=a,BkE t= V2x. 从 而 周期 
T2424 Jla =5.657/a 


比较 谐 波 平衡 法 得 到 的 结果 T = 2r/w == /xa = 5.568 Va, 可 知 周期 差别 为 1.6%。 


[ 例 3.5.2】 用 Duffing 选 代 法 求解 下 式 方程 。 
Z + wga + ebr’ = Ficoslh t + Facosfi t 
解 将 它 写成 
Z=- оёх + ebx? + F icosit + Езсоѕ022 
作为 第 一 次 近似 , 可 取 
ха = Aicosflz + Ascosti t 
于 是 有 
2р = – охо sbzà + Ficostit + Facosgot 


2 
=[- agar- |ti 28) | 


ЗАЗ 34241 


+[- аА | 201 АШУ 


- ebl 3 ATA s (os 20 + 00) t + cos(204 – 02) z) 
+ З-А}Ау( cos(20 + @,)г + cos(4 — 205)00] 


Í A3 3 
- “| соза + & зо) 
积分 两 次 ,得 


n = "T ЗА CAT 2D) - P, estie 
1 


+ d; [ibas + Зал СА 2А = Р ost 


E: 


(9) 


(10) 


(1) 


(12) 


(13) 


(4) 


ЖЕф ФЗМ ажаа ац 2—09 0650 6006 Д7 


3 3 
= cos + ect ойи (15) 
1 
соз(20 + (y) + cos(201 rd 
Q0 + 02) (20, - h)? 
3 cos( Q, + 205)1 | 
+4 мА са #20) ' (0-20, 
RP cosQ1t 和 cos: 项 的 系数 应 是 4; 和 Az, 可 得 


(о - ОА + Зл G1 *2AD = Fi 


+ 


+ ла 


(16) 


(ud - BJA + ЗА АЗ +2A2)= F, 


上 式 是 振幅 A 和 А, 与 外 激励 频率 Q, 和 G, 的 响应 关系 式 。 

式 中 除了 主 谐 波 外 ,还 包括 有 超 谐 波 和 组 合 谐 波 。 值 得 注意 的 是 , 当 用 从 代 法 继续 进行 
TAN, 所 得 到 的 近似 式 将 包括 越 来 越 多 的 项 , 其 分 母 中 所 含 的 + рО + 00р, q 为 整数 ) 
的 等 次 将 越 来 越 高 。 根 据 Kronecker 理论 , 若 w/m 为 无 理 数 , 则 存在 无 穷 个 不 同 的 整数 p 
和 9, 使 得 + o0, z gf 任意 接近 于 0, 因而 对 应 的 系数 将 任意 增 大 , 故 其 收敛 性 不 能 保证 。 
这 一 点 Poincare 称 之 为 “小 除数 困难 (difficulty of small divisors)”。 当 然 在 某 些 傅 况 下 , 828 
存在 粘性 阻尼 时 , 小 除数 困难 可 以 消除 。 


计算 与 思考 
用 本 党 的 几 种 方法 求 下 列 方程 的 近似 解 。 


1. X+ wx = (r - r2)+ Fcosut 


2, Z+ x= —ex|z| + Рои 

3. + z+ ez2z= Fcosw 

4. 2+ amex? = Fcosvt 

5. 用 迭代 法 求 

ZE +z Biz? + 2х5 = Fcosvt 

К ИИ, 画 出 共振 曲线 , 研究 跳跃 现象 。 

6. 试用 等 价 线性 化 法 求 有 阻尼 的 Duffing 方程 的 等 效 刚 度 和 等 效 阻尼 系数 。 

7. 试用 迦 辽 金 法 求 非 线性 自治 系统 方程 阅 工 + kz + cz3=0 的 解 。 

8. 试用 迦 辽 爹 法 求解 对 称 分 段 线性 非 线性 共振 得 的 振幅 表达 式 。 

9. 试用 谐 波 平衡 法 求 某 振 动 系统 x + єлї =0 的 频 响 方程 。 

10. 某 振动 系统 的 运动 方程 为 z+ D ar = 0, 试 用 谱 波 平衡 法 求解 。 


= 


11. 试用 谐 波 平衡 法 求 有 阻尼 Duffing 方程 工 + c z + kz + Br? = Fcosvt 的 二 阶 近似 解 。 

12. 试用 里 兹 法 求 振动 系统 工 + Ia" -0 的 解 。 

13. 试用 里 效法 求 Duffing 方程 z (х + ua?) = Fcosvt BRE e, 

14. 试用 里 效法 求解 van der Pol 方程 了 +e(x?-1)zx * &* 50. 

15. 试用 杜 芬 选 代 法 求解 Duffing HE X + Z + plar + Rz2) = Роси, ЖФ p 为 小 参 
ж (ЖКК. Н). 
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жшж ”传统 小 参数 法 


小 参数 法 也 称 报 动 法 , ERNER EREM (Poincare) FAF 19 世纪 末 在 研究 天 
体力 学 时 提出 来 的 。 后 来 多 位 学 者 如 马尔 金 1 习 、 奈 莫 中 等 人 发 展 了 这 种 方法 。 传 统 的 小 参 
数 法 只 能 求 出 稳 态 解 , 即 只 能 对 定常 情况 进行 分 析 , 而 在 此 基础 上 发 展 起 来 的 现代 摄 动 法 ， 
如 平均 法 、 多 尺度 法 \ 浙 近 法 等 都 可 用 来 对 非 定常 情况 [a(z), 8(z)] 进 行 分 析 。 下 面 通过 对 
一 般 非 线性 系统 的 讨论 来 说 明 传 统 小 参数 法 的 基本 思想 和 求解 弱 非 线性 方程 的 方法 。 


4.1 一 般 柑 非 线性 自治 系统 


假设 有 一 振动 系统 ,其 运动 可 用 以 下 二 阶 非 线 性 方程 来 描述 


Z+xz=ef(z,z) (4-1) 
设 以 上 方程 的 解 可 由 小 参数 e 的 震级 数 的 形式 来 表示 
т(#‚,&)= zo(t)+ ez Gf) + (4-2) 
4.1.1 直接 展开 法 
将 式 (4-2) 的 解 代入 方程 (4-1) 中 ,得 
Zotezit zoterit=ef(rot exit ,Zote zit)=ef(ro, ro) + (43) 
将 上 式 展 开 , 并 令 等 式 两 边 e 同 次 宪 的 系数 相等 ,得 
Zo+xp=0 
прва f(zo,zo) (4-4) 
先 求 上 式 中 的 第 一 个 方程 , 即 派生 方程 的 解 ,其 通 解 为 
ro acos(t + B) (4-5) 
RP a 和 8 为 任意 常数 。 将 上 式 代入 式 (4-4) 的 第 二 式 ,得 
Zıt zi = f[acos(z + B), — asin( t+B)] (4-6) 
可 将 上 式 右 端的 非 线 性 函数 展 为 富 氏 级 数 的 形式 , HT 
flacos(t + 8), ~asin(t + 8) ] 
= (а) + У) Lf,(a)eosn(: + B) + g,(a)sinn (z + 8)] (4-7) 
= 
式 中 
2x 
foi f а, de 
1 2x 
AG f уба, ф)соѕпріф (4-8) 


i А 
вә, Fla, g)sinngdg 


f(a. р) = f(acosp, — asing) 


žak 传统 小 参数 法 ‚49. 


二 此 可 将 а 的 方程 改写 为 
Bitri fola)t Ў [fe Caco rh B) + ва (адет (а +] 49) 
进而 根据 微分 方程 的 一 般 求解 方法 可 以 求 出 

ee + B) - gitcos(t + 8)J 


+ Dr qipa (дови (2 + B)  g Cad sinn (z + 8] (4-10) 
MUNE dc HORIS NON 


mter medie dentro 
(4-11) 


(a Jeosn (4 + 8) + g,CaDsinn Ce + ]] + 


+ 


эшка, LADAN EDANAK, 它 对 于 较 长 的 时 间 + 是 无 效 的 。 因 此 ， 
用 直接 展开 法 无 法 求 得 有 效 解 , 只 能 得 到 非 一 致 有 效 解 。 为 此 , 必须 采取 引进 变换 的 办 法 。 


4.1.2 重 正规 化 法 


对 于 式 (4-11), 设 
r=wt, 四 一 1+ eol 十 (4-12) 


Т1ш r> gwrt 


а= о r= cr(1-+ ew + 
将 上 面 求 得 的 值 代入 非 线性 方程 的 解 (4-1t) 中 ,可 得 
zac rc esce pe) e e Efile- wiet Dine enint B) 
efecto crei 
+ x: 2 aU Geom (e= ewit t B+ D+ gala sinn (e= emr + 85] 
(4-13) 
按照 泰勒 级 数 , 下 式 可 表示 为 
cosm (z —єшүг + Ë + o) = совт (z + B) Fei nesinm(z + B) ++ (4-14) 
sinz (z - wir + B) sinn(r + B) —eoinrcosn(r + B) + 


利用 这 个 展开 式 ,可 以 把 方程 的 解 写 成 
z =acos(r+B)+e As [Lor + orajesin(r + - Tgircos(r +B)] (4-15) 


23 


Mi n? 


[fala cosa Ce + B) gs sin Се 3] + 


与 直接 展开 法 不 同 ,那里 的 混合 长 期 项 不 能 消去 , 面 上 式 中 的 长 期 项 可 通过 选择 o, 的 值 使 
它 消去 , 即 


via + 二 f(a) -0 (4-16) 
g1=0 


‚ 50 + E, ж ж ф LR E r CE 


这 时 由 (4-12) 有 
о =1- ба) te 


= N fla, g)cospdg ++ (4-17) 


zu 
以 上 方程 的 解 是 一 致 有 效 的 。 

庞 加 莱 等 提出 的 小 参数 法 是 将 方程 中 的 非 线性 函数 按 其 量 级 展 成 小 参数 e HERK, 
ЖН e 足够 小 时 , ЕЛЕ e 的 解析 函数 。 

设 。=0, 即 不 考虑 这 些小 项 的 影响 , 则 得 简化 方程 式 , 这 个 方程 式 称 为 派生 方程 式 , 其 
周期 解 称 为 派生 解 。 

这 种 方法 把 求 得 的 解 作为 非 线性 方程 的 周期 解 的 第 一 次 近似 值 。 但 庞 加 荣 等 指出 , 方 
Bí c 的 项 虽然 很 小 , 但 对 系统 的 周期 运动 可 能 发 生 本 质 的 影响 。 对 派生 解 来 说 , 非 线性 方 
程 可 能 不 存在 周期 解 ,也 可 能 有 几 个 或 多 个 周期 解 , 即 派生 解 不 永远 对 应 原 系统 的 周期 解 。 
摄 动 法 的 根本 任务 是 研究 在 什么 条 件 下 , 原 系 统 有 这 样 的 周期 解 , 它 在 。 = 0 时 等 于 某 派生 
解 ,并 且 证 明 在 足够 小 时 , 非 线性 方程 的 词 期 解 能 展 成 。 HERRERA. 


4.2 无 强迫 力作 用 的 杜 芬 方程 的 传统 小 参数 法 求解 


设 有 以 下 非 线 性 方程 
XI+rt+eri=0 (4-18) 


下 面 以 无 阻尼 Duffing 方程 为 例 讨论 三 种 传统 的 小 参数 法 , 即 直接 晨 开 法 、 林 特 斯 德 符 
一 庞 加 莱 法 和 重 正规 化 法 。 


4.21 站 接 展开 法 的 失效 


对 方程 (4-18), 25 e = 0, 则 得 派生 方程 
Xot*zo70 (4-19) 


上 式 的 通 解 为 
=o = aocos( t + Во) d (4-20) 


式 中 ae 和 po 为 任意 常数 。 
当 е 为 不 等 于 零 的 小 量 时 ,方程 的 通 解 不 再 由 上 式 给 出 ,而 必须 加 以 校正 。 我 们 来 试用 
= 乾 级 数 形 式 的 校正 , 即 


alt, e) = хо) +етү(г) tezat) € (4-21) 
这 里 我 们 只 限 讨 论 校正 级 数 中 的 第 一 项 , 即 找 形式 为 
ж(,&)=хо(4) t eri(t)+ О(є?) (4-22) 


的 近似 解 。 因 为 在 校正 级 数 中 只 保留 一 项 , 我们 称 上 式 为 一 阶 展开 式 。 
将 上 式 代入 非 线 性 方程 , 得 到 


Xot ež, + О(е2) + тут еху + OCT) + e(zo + єх t OG) =0 (4-23) 
HERRN, 并 令 e ПО, 1 
Xot xo=0 (4-24) 


it rit z0= 0 


Жеф 传统 小 参数 法 -51> 
先 对 上 式 中 的 第 一 个 方程 进行 求解, 其 通 解 为 
жо = aocos( z + Bo) (4-25) 
将 上 式 代入 式 (4-24) 的 第 二 式 , 得 
жж а= афсон (о + Во) = — Sadeos(i+ Po) — авон A) 64226) 
上 上 式 的 解 直通 解 和 特 解 组 成 
7 aeos + Bo) — al" tos + Bp) + gyabeos3(: + Bo) (4-27) 
非 线 性 方程 的 解 为 
z= aset + Bo) Гало + Bo) ~ Daetoos(t + ña) + забоне + Bo) ] + (29) 
因为 
ao=a+Ot{e) Во= g*O(e) (4-29) 


所 以 有 


z = асоз( + Bo) 


+e[ -la+ OC) P roslet B+ O(e)) + 0а + Ole) Pot 800] 


(4-30) 


式 (4-30) 等 号 后 第 二 项 称 为 长 期 项 ,仅仅 当 st 很 小 时 ,方程 的 解 才 有 效 。 事 实 上 ,上 式 对 于 
长 时 间 显 然 是 非 一 致 有 效 的 或 者 说 是 失效 的 。 这 是 因为 直接 展开 法 把 非 线性 方程 的 加 有 频 


率 看 作 是 固定 不 变 的 常数 而 引起 的 。 为 此 , 下 面 用 另 两 种 方法 进行 进一步 分 析 。 
4.1.2. 林 特 斯 德 特 - 虎 加 菜 (Lindstedt-Poineare) 法 


L-P 法 的 基本 思想 在 于 认识 到 系统 的 频率 受 非 线性 项 的 影响 而 发 生变 化 , 为 了 考虑 频 
率 对 非 线性 的 依赖 关系 , 在 微分 方程 中 明显 地 示 出 系统 的 频率 是 小 参数 e 的 函数 。 为 此 引 


入 如 下 变换 


Ó 
* = ot 


Жр o 是 依赖 于 e 的 常数 。 这 时 ,我 们 需要 将 自 变量 由 上 变 为 +, 因 此 有 


dt dtdr 

goo d 2 dedo d 

аб "dde “чаг! ат 
这 时 上 述 非 线 性 方程 可 写 为 


а25 + r + ez2=0 
式 中 的 r 和 w 可 表示 为 es BEDE SU, oo = 1, B 
ж=хо(т)+єхү(г) + 
w=1+ewt 
将 上 式 代 入 非 线性 方程 ,得 
Gee, t) (Xo te Kit) tzot елү toce(zo t eri on) 0 


令 。 的 同 次 矫 的 系数 等 于 零 ,可 得 


(4-31) 


(4-32) 


(4-33) 


(4-34) 


(4-35) 


. 52: Ж} жж AP P € ЕСУУ HEAR 


ZXo+xo=0 
Ху+хре 26-20150 
先 对 上 式 中 的 第 一 个 方程 进行 求解 , 其 通 解 为 
ху= асоз(т + B) 


将 上 式 代入 式 (4-36) 的 第 二 式 ,得 


Zi zi = 一 ascosi(r+ 有 )+2ultacos(r+ 有 ) 
或 
үза = (2018 - Ta?) eto hoic p) 
上 式 的 特 解 为 
а= losa - 22) ‘rcos(r + 8) + Laos +В) 


(4-36) 


(4-37) 


(4-38) 


(4-39) 


(4-40) 


我 们 注意 到 上 面 的 解 中 包含 有 一 个 混合 长 期 项 , 它 会 使 展开 式 非 一 致 有 效 。 与 直接 展 
开 法 不 同 ,那里 不 能 消灭 长 期 项 , 除非 是 < = 0, 而 在 这 里 可 以 通过 选择 参数 wi 消除 长 期 项 ， 


即 令 长 期 项 的 系数 等 于 零 , 即 
201a - Sa? 20 或 o, Фа? 


这 时 ,方程 的 特 解 为 
x эра?оов3( +8) 
由 此 可 求 得 非 线性 方程 的 解 
х= асоз(т+ 8) + gya osle +8) 
TEL EURIBOR OS 


. w=14 Zeat = 
由 于 c= wt, 我 们 可 将 上 式 写成 
EE 
上 面 求 得 的 解 是 一 致 有 效 的 解 。 


4.2.3 重 正 规 化 方法 
在 上 一 节 中 ,我 们 设 r= mt ,因而 有 


t=w ir—c(bt eo to) 
将 上 面 求 得 的 值 代入 非 线 性 方程 的 解 中 , 可 得 


z=acos(r-=eoír t fto) 


Siar- sørt 


te -le-or t sile maet e) eese eme B+ ==) ] 


按照 泰勒 级 数 , 下 式 可 表示 为 


созл(т— eur + B) = cosn (t + B) + soy nesinn (z + B) +e 
sinn(r— ewt + Bt) = sinn(r + B) —eoynrecsn( z + 8) + 


将 上 面 求 得 的 值 代入 用 直接 展开 法 求 得 的 非 线 性 方程 的 解 中 , 可 得 


(4-41) 
(4-42) 
443) 
(4-44) 


(4-45) 


(4-46) 


(4-47) 


(4-48) 


еф 64.4. E 


i 


aono tp) e [204a 24) tox e 8) |+ da eost D) + 


‚53. 


(4-49) 


与 直接 展开 法 不 同 , 那 里 的 混合 长 期 项 不 能 消去 , 而 上 式 中 的 长 期 项 可 通过 选择 o, 的 值 使 它 


消去 , 即 
2да a =O 或 oa 
这 时 , 非 线性 方程 的 解 为 
zaotr + В) + gya ecd c + @) 
以 上 结果 与 上 一 节 的 完全 相同 。 


4.3 弱 非 线性 的 非 自治 系统 


非 自治 系统 的 微分 方程 为 


Z= +z tefle, z) = Fcosat 


对 于 非 自治 系统 , 可 以 分 两 种 情况 进行 研究 , 即 非 共 振 情 况 和 共振 情况 。 
4.3.1 直接 展开 法 ( 非 共 振 情 况 , vy 关 (p/ gjw, р. о 为 互 质数 ) 
设 方程 的 解 为 


了 =xofr)+ert(r)+… 
将 上 式 代入 非 线性 方程 (4-52), 得 
Xot rı +o + xot eri bref Cro er, +, жр + ex, +) = Fcoset 

4 e 的 同 次 每 的 系数 等 于 零 , 可 得 

Zo tz = F 

Zi t z= > f(zo, го) 
先 对 上 式 中 的 第 一 个 方程 进行 求解 , 即 对 派生 方程 求解 , 其 通 解 为 

x97 acp + Aos 


F 
g@=¿+8, Ә=а, = 


RP а 和 8 为 任意 常数 。 将 上 式 代入 式 (4-55) 的 第 二 式 ,得 
EQ + zi = — flag + Acos, — asing — AwsinO) 


可 将 上 式 右 端的 非 线性 函数 展 为 富民 级 教 的 形式 , M 
Fearg) = 3333 [Oet + mp) * gin nd mg)] 
式 中 的 富 氏 系数 可 由 下 式 求 出 ”“ 
PE L 5n fla, р, 0)cos( n8 + тф)484р 
aO - d [P] ras pe Din(od + тр) вар 


因此 ,zj 可 由 下 式 求 出 
га, ф, 0) = T [ fn(a)'tcosg + воба) sing] N 


(4-50) 


(4-51) 


(4-52) 


(4-53) 


(4-54) 


(4-55) 


(4-56) 


(4-57) 


(4-58) 


(4-59) 
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+ ZE [Llalla юир) + Е D (a)sin(n0 + me) ] (4-60) 
m om 
_ fO (a) 
(0) _ mm 
fe 0 шуы 
zo у= в®(а) (+61) 
Hm 2 (nao + m)? 


n? + (m? - 1220 
由 于 在 富 氏 级 数 中 存在 一 次 谐 波 项 , 因此 方程 的 一 次 近似 解 中 出 现 了 长 期 项 , 而 用 直接 展 
开 法 不 能 消去 长 期 项 。 下 面 用 另外 的 方法 进行 求解 。 


4.3.2 Lindstedt — Poincare 法 ( 非 共 振 情 况 ) 


设 
r= r0+erl+ 
r= ot (4-62) 
` е= + еоръ 
对 原 方程 进行 变换 , 变 成 对 r 的 微分 方程 
ад" + z = — sf(z, =”) + Foosó (4-63) 
式 中 8=w, 代 入 整理 得 
z“ * zo= Fosh (4-64) 
ait a= f(xo, ху) —2шух 
式 中 9p=r+Bo 
式 (4-64) 中 第 一 式 的 通 解 为 
x= acosg + Acos (4-65) 
先 代入 (zo, zo) 并 将 其 展 成 二 维 富 氏 级 数 
f(0,a, фу = > > (A,,,cos( mg + n0) + B,,,sin( mg + n0)) (4-66) 
第 二 式 可 以 写成 
x^, + тү = Apse + Biosing + Agos + Bolsing 
+ > > (A,,cos(mg-+ n8) + B,,,sn( me + n0)) (4-67) 
ore on (я et 
—2«,(- acosp – v? Acos0) 
消除 长 期 项 ,得 到 频率 与 振幅 的 关系 如 下 
Аю + 2а =0, Bio=0 (4-68) 


Ao + 2wiv A=0, Bo=0 
在 此 基础 上 求 得 zl, 代入 z 的 展开 式 , 即 得 到 了 方程 的 近似 解 。 


4.3.3 重 正规 化 法 { 非 共振 情况 ) 
和 式 (4-46) 相 同 ,在 非 线性 方程 中 引进 变换 
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£= ror + ° (4-69) 
于 是 有 
= = acos( r — ew te) 
+ ilu ашр eoe — ew + =) gio ew + )віп(с evi 8) ] (4-70) 
+ 
+ EE [7 (a)eos(n0+ mo) + д © (a )sin(n0 + mg) J 
[Lm 
将 上 式 及 式 (4-60) 代 入 式 (4-53), 得 
совт (т — ewir + @+ +) = созл (т + B) + єшүптыпл(т+В)+ = (4-71) 
sinn (r -ewir + B+ ---)=sinn(z=+ B) – єшрлтсовл(т + B) + -e 
代入 前 式 ,得 
z =acos(r + 8) 
1 . 
+ «[í 2fnu* via] *rcos( c + B) — gio? rsin(c +2] (4-72) 
+ XY Г Ca)cos(n0 + т (с 8) + к (a)sin(a0+ m (z +8)) J 


[LT 


从 上 式 中 消去 长 期 项 , 要求 
PD (4-73) 
gu = 0 
H ER, 可 求 出 w =1- fiola) + © 
-i- z5- ["[" Ga, е, 9)eos(n0 + тр) ава (ым) 
S1- a Nn (a, p, 0)cos( nO + mp e -74) 


利用 Lindstedt-Poincare 法 和 重 正 规 化 法 求 共 振 情 况 下 方程 的 解 ,求解 过 程 与 非 共 振 傅 
况 类 似 , 这 里 不 再 重复 。 


4.5 应 用 举例 
[@14.5.1] 用 Lindstedt-Poincare 法 求 van der Fol 方程 的 周期 解 。 
2+є(2?- 1): += =0 {1) 
式 中 。>0, 为 小 参数 。 
上 式 重新 写成 
XZ+wir=ef(z, i) (2) 
的 形式 , 即 w=1, f(x, 2)- (107322. E 
zo0t+xo=0 
zt zi= -2шух'о+(1-4ф)х% (3) 
z” + a= 201" (90 +202) 27 тохох + (wz ot х'()(1—х$) 


由 上 式 第 一 式 ,并 考虑 到 初始 条 件 re(Q) = Ао, 27000) =0, 得 


хо = Aocosr (4) 
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代入 上 式 第 二 式 ,得 
z’, + zi 720; Agcosr + (17 Aĝcosr}( — Aosinr) (5) 
令 上 式 中 sinr, созт 的 系数 为 0, 得 
- Ap + Аў/4=0, 2w,Ao70 (6) 
故 得 A oS ОСЕЛЯ) А=2, 0170. 
由 本 题 结 果 可 以 得 出 如 下 结论 当 /( хо, шот) Е c 的 偶 函 数 时 , 若 保证 系统 的 解 为 
周期 解 , Ao, Ao A2,… 不 能 取 任 意 值 。 


zi 的 微分 方程 为 
tt (7) 
即 
z”, + тү = 2соз3т (8) 
考虑 初始 条 件 х\(0) = А|,х'(0) = 0, 上 式 的 解 为 
zi Алов + зше -于 sn3r (9) 
将 w1=0 和 Ao=2 代入 关于 zz 的 第 三 式 ,得 
шеа тр = —2®ц( —2сове) —4созг( — 2sinz)( — Lsin3r + A cost + Dine) 
+ (1 —4eostr)( 2.083 — Аас Dec) (10) 
令 上 式 右边 sinr,cosr 的 系数 为 0, 得 
2A,70, Aut ico (1) 
故 知 
AO  w--k a2) 
z: 的 微分 方程 为 
За лат — 3 093 +-}оо5г (13) 
考虑 初始 条 件 2,00) = Ax, 27,00) =0, 上 式 的 解 为 
z2= (A2 - сове + coste = бобе (14) 
Аз Ж оз 将 由 rs 的 微分 方程 中 sinz, cosr 的 系数 为 0 时 求 出 。 
故 van der Pol 方程 的 解 为 
к =2созт + e(3sinr — sind) + == (15) 
式 中 t=wt, 且 
w=1- Бе (16) 


图 4-1 所 示 为 e =0.3 时 的 相 图 , 并 与 数值 解 进 行 了 比较 。 


kak Habiak Q8) 


ба) (b) 
例 图 4-1 解析 法 与 数值 法 计算 结果 的 比较 (虚线 为 数值 法 的 结果 ) 


计算 与 思考 

1. 用 小 参数 法 求解 Rayleigh 方程 。 
gels -єз(1-114°у=0 

2. 用 Lindstedt — Poincare 法 求解 下 列 系统 , 求 至 e 项 。 
Xte(x?-a)z 4 x70 
EXte(x?ta?-4)r x —0 
Z+ez|z|+=z=0 

3. 用 重 正 规 化 法 使 各 方程 的 展开 式 一 致 有 效 

(1) u(t,e)=acos(w + В) + ea’tsin(wt + В) + 0(е2) 

(2) u(1, e) = асоз(о + B) + c La? tsin(or + B) +(1— a?)atcos(ot + 2) 1+ 0(є?) 

4. 对 如 下 方程 


ü + wu Seu u e<1 


и+4їш+єш?и=0 


2 
"EP 
utus 

1+ и? 


0 
k +wgu eu? =0 
(1) 用 重 正规 化 法 使 各 方程 的 直接 展开 式 一 致 有 效 ; 
(2) 用 Lindstedt ~ Poincare 法 求 它们 的 一 阶 一 致 有 效 展开 式 。 
5. 质点 在 转动 的 抛物 线 上 运动 的 方程 
(1942222) + Arz+4p222z = 0 
RE p, A 为 常数 , 对 于 小 而 有 限 的 x, 用 重 正规 化 法 或 Lindstedt — Poincare 法 求 其 一 阶 一 
致 有 效 展开 式 。 
{1) 对 于 小 的 u 值 作 摄 动 展 开 , 保留 至 立方 项 。 
(2) 对 小 而 有 限 的 ,用 重 正规 化 法 或 Lindstedt - Poincare 法 求 其 一 阶 一 致 有 效 展开 


式 。 
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7.( 2 + p! — 2rlcos0) + grücost = 0 
AF g, 7,1 为 常数 , 先 对 小 的 8 展开 至 立方 项 , 然后 对 小 而 有 限 的 Ө, 用 重 正规 化 法 或 
Lindstedt - Poincare 法 求 其 一 阶 一 致 有 效 展 开 式 。 
ETE r202) 8 + у10 @+ grócos0 = 0 
AF g,r, /为 常数 ,对 小 而 有 限 的 8, 用 重 正 规 化 法 或 Lindstedt — Poincare 法 求 其 一 阶 一 致 
有 效 展开 式 。 
9.m Zi Gate n [a e 7]=0 
对 小 而 有 限 的 z, 用 重 正规 化 法 或 Lindstedt ~ Poincare 法 求 其 一 阶 一 致 有 效 展开 式 。 
й + оди =2e[(1-uv)š- vu] 


0. 2 


у= 
Xf u Mo 求 一 阶 一 致 有 效 展开 式 。 
11. 用 重 正 规 化 法 或 二 -了 法 求 Duffing 方程 + wila + sr?)=0 的 解 。 
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第 五 章 多 尺度 法 


5.1 多 尺度 法 的 基本 思想 


多 尺度 法 首先 是 由 Sturrock(1957)，Cole(1963) 和 Nayfeh(1965) 等 提出 的 ,此 后 得 到 了 


进一步 的 发 展 。 下 面 介绍 该 法 的 基本 思想 9]。 
我 们 考虑 形式 为 
q*f(9)-0 
的 方程 所 控制 的 系统 , 设 方程 的 解 为 
q7go*z-qptezi t el rat 
将 原点 移 至 中 心 位 置 g = go。 于 是 有 
259-9 
此 时 忒 (5-1) 可 写成 
X*tf(rtq)-^0 
B /可 以 展 为 泰 勘 级 数 , 则 上 式 可 写 为 
N 
z+ 5 a." = 0 


РА £ 
‚= l0 


而 у? ЭЗЕР Ë ER) ” 阶 导数 , 对 于 中 心 , f(go)= 0, 而 / (а) 0, 


(5-1) 


(5-2) 


(5-3) 


(5-4) 


(5-5) 


(5-6) 


我 们 可 以 把 方程 的 解 看 成 是 多 个 自 变 量 的 函数 , 而 不 是 一 个 自 变量 的 函数 , 也 就 是 我 们 
可 以 把 x BRE Me, er 的 函数 。 多 尺度 法 的 基本 思想 是 将 囊 示 响应 的 展开 式 考虑 成 


为 多 个 自 变 量 ( 或 多 个 尺度 ) 的 函数 。 
3BEBAEEK 
T,=e (п =0,1,2, =) 
Bp 
To-t Ti-et Т. = є?: 
因此 关于 : 的 导数 变 成 了 关于 T, 的 偏 导数 的 展开 式 , 即 


a dr 2 Яа ,= e 
dc^ dea deam, ott 


e Dj зер + (DL +200) + = 
然后 代入 方程 进行 求解 , 求 出 rt zz, za,…。 这 时 ,方程 的 解 可 写成 
z(z,e)==ez((To, Ту, To) t etra To Ty Тс) tss 
按照 小 参数 法 ( 摄 动 法 ) 建 立 e 的 各 阶 方程 ,进而 求 出 zl, ra, za …。 


(5-7) 


(5-8) 


(5-9) 


(5-10) 
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5.21 自治 保守 系统 


方程 为 
q*f(q)-0 
Ў zx=g-9go, 类 似 式 (5-5), 可 将 方程 (5-11) 变 换 为 
N 
2+ У) аш" =0 


КЕП 


HÉR = en tetat RAER, В 
Bleit ezt) taleni heh) 
+аз(ехі Tezz Y + аз(ехү tea aa t) m0 
使 s 的 同 次 赛 的 系数 之 和 为 零 , 得 
e: DÜnitein-0 
2; Dixit оту -2DyDizi 7 azz1 
e. Dix шфху= – 2000122 ~ Di zi 7 2DyDizi7 2222112 — 4541 
式 中 o= are 
先 求 上 式 中 第 一 个 方程 的 解 ,得 
z17 ACT, T;)exp( oo To) + A ( Ti, T>)exp( — ivo To) 
式 中 A 为 未 知 的 复 函 数 ,而 А ЖА МЗ. 
A 的 控制 方程 从 要 求 z1, c2 是 周期 为 To 的 周期 函数 得 出 。 
将 zi 代入 方程 (5-14) 的 第 二 式 ,得 


AF CC 表示 前 面 各 项 的 共 轿 ,除非 
DA=0 


222+ ugzz= -2iwoDiAexp(iwo To) — a; LA?exp(2iuo To) + AA ] + CC 


(5-11) 


(5-12) 


(5-13) 


(5-14) 
(5-15) 


(5-16) 


(5-17) 


否则 , 式 (5-16) 的 任 一 特 解 中 均 包 含有 因子 为 Toexp(ieoTo) 的 永年 项 。 所 以 A 必须 与 Ti 


无 关 , 在 DA - 0 的 情况 下 , 式 (5-16) 的 解 为 
i 
ra= E respi To) - ЗАА + CC 
32d vi 


将 ri zz 代入 第 三 个 方程 ,得 


10а2 – 9азоё 


Юлз+аётз =- [ea A - Dei Sat дад escas) 
š 


+245 
Заза 24 дз. ызы„ту + CC 
wo 

为 了 消去 长 期 项 ,必须 使 
2_ 2 __ 
2i D,A - 1022 9830 rq = 0 


3o 


(5-18) 


(5-19) 


(5-20) 
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将 上 式 中 的 À 表示 成 极 坐 标的 形式 
= toelig) 


式 中 p 和 8 是 Tz 的 实 常 数 。 
将 结果 代入 前 式 ,得 
wop =0 
2_ 2 
woph+ — „».„ 0 


上 式 中 p 和 PRR p 和 有 关于 T, 的 导数 。 由 此 得 出 


P= 常数 
923i ~ 10a2 
Bo Tato 
式 中 fo 为 常数 。 
于 是 得 


1 .9aye$ -10a$ , , |. ] 
2l 9ayoj — 103 4 
A SE Moi ep t +16 


RREH rire 代入 z 式 中 ,得 
2,2 
z= рока + po) - E SRi -于 cost2or+28o0)] + 066» 
式 中 
一 2 
w= Jap абл осу 
5.2.2 自治 非 保守 系统 


自治 非 保守 系统 的 微分 方程 如 下 式 所 示 


®+2сх tor = ef(z,z) 


设 该 方程 的 解 为 
z= тоб То, Tis Tj) tex Ty Ti Tate) 877 
[E EE 
Dizo+ wiro=0 
Dózi + wiri= -2DoD zo + f (то, Doxo) 
Doz, + адлу = F(aw 2175 2, -1) п®2 
由 以 上 方程 的 第 一 式 可 得 


zo ACT, Ta,…)exp(iuoTo)+ А (Тү, T>, 7 expl ~ iwoTo) 


m 
Dir, + ату = – 22000 Aexp( ioo To) — 2iwoD, Aexp( — iwo To) 


(5221) 


(5-22) 


(5-23) 


(5-24) 


(5-25) 


(526) 


(5-27) 


(5-28) 


(5-29) 


(5-30) 


(5-31) 


+ f{ Aexp( iwo To) + Aexp( — iwp To), img Aexp( eo To) — iwoAexp( — ioo To) ) 
与 函数 A 有 关 , 上 式 的 特 解 都 包含 正比 于 Toexp( + iwoTo) 的 项 ( 即 长 期 项 )。 因 此 对 于 大 


62. +, + # 26 88 Є ЖУ тя & Ж 


йз t E, eei 可 以 大 大 超过 zo* 结 果 得 到 了 一 个 非 一 致 有 效 的 展开 式 。 我 们 这 样 来 选择 函数 
及 ,使 得 хо 中 消去 长 期 项 ,从 而 得 到 一 致 有 效 的 展开 式 。 为 此 目的 , 我 们 将 Fi то, Dozo] 展 
成 富 氏 级 数 


£= > fA A)exp( inwo Т) (5-32) 
式 中 
t 22 
ЛСА А) = аа |° fexp( — inwoTo)dTo 
所 以 消去 永年 项 的 条 件 是 


2 
2iDA= 支 fe fexp( — ios Ty)d Ty (5-33) 
Ro 


时 于 一 次 近似 , 我们 把 A 考虑 成 仅仅 是 T; боба, ЗРНО ЯХ ЈЕ. ТАЕ 


> 


进行 求解 ,方便 的 做 法 是 把 A(T,) 表 示 为 复数 的 形式 , 即 
АСТ = СТеК TO] (5-34) 
此 ,将 ze 的 表示 式 (5-30) 改 写成 
xo=p(Ti)cosg, p=woTotB(TI) (5-35) 
将 式 (5-34) 代 入 式 (5-33) ,得 
| iip) 1 |" /Сосозр,  uopsing)exp( — ёр)ар (5-36) 
将 上 式 分 成 实 部 与 虚 部 ,得 
p=- A. f(poosp, — wopsing) sinpd p (am 
B= zs) f(ocosg, — wopsing) ‘cospdp 
所 以 方程 的 一 次 近似 解 为 
- xz=o(Ti)cos[woTo+ BCTO ] - Ol) (5-38) 
式 中 的 p Me 由 前 面 的 式 子 给 出 
5.3 含 非 线性 弹性 力 的 非 自治 系统 的 多 尺度 法 
这 里 我 们 考虑 方程 
+2cr+wdr=ef(r, rT)+F(t) (5-39) 


所 控制 的 系统 , 式 中 e Т, f 是 x 与 z 的 非 线 性 函数 , F 为 外 干扰 力 ,或 称 为 外 激 
励 。 外 激励 分 为 两 种 , 一 种 是 理想 能 源 , 这 种 能 源 被 假定 为 无 限 大 的 , 或 者 大 到 被 激 系 统 对 
它 的 影响 可 以 忽略 。 窑 这 种 华帝 下 下 = ЕС), В F 并 不 是 系统 状态 >, 工 的 函数 。 另 一 种 
是 非 理 想 能 源 , 即 激 励 和 用 了 有 限 的 能 源 ,因而 它 是 被 激 系 统 状态 的 函数 。 

我 们 将 处 理 理想 系统 , 并 将 激励 考虑 成 N 项 之 和 , 它 和 每 一 项 是 位 谐 的 


F(:)= У) Feeos( o£ + 8,) (5-40) 


Жа} ФАК 
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如 果 幅 值 F。 频率 v, MUR fü B, 都 是 常数 , 则 激励 称 为 平稳 的 , 否则 的 话 称 为 非 平稳 


的 , 当 幅 值 与 频率 是 时 间 的 慢 变 函数 时 , 这 种 概 动 方法 适用 于 非 平 稳 系统 的 分 析 。 


若 
Е(1) = Ficos(vit + 81) + Е;соз(»› + 8;} 
我 们 可 以 改写 为 
F(z)= Есоѕ vit + 8) 
式 中 
F2= (F, + Focosg)2 + FSsiv g = FI+ F} +2F,Fzcosp 
P= fl, + arctan| i m 


go; =v) + 85 81 
JC, BUR уу = va, ИИЙ ЕГ ОУЕН УКА Н УИ o 
下 面 研究 带 立 方 的 非 线性 系统 , 其 方程 为 
Z + ax = 2662 ~ ebr’ + ЕО) 
RF c 20, їй 6 可 为 正 ( 硬 弹簧 ), TIRAR). 
我 们 假设 


БЫ 


F(£) = FeosvTo 
即 系统 受 单 频 外 激励 。 


下 而 分 别 研究 它 的 非 共振 , 主 共振 ,起 谐 波 共 振 、 次 谐 波 共振 和 组 合共 振 情况 。 
u 


5.3.1 非 共振 情况 
已 知 FG) = FeosvTo, 设 
altre) = xo Tg, Тү) Fer (To TO 57 
代入 方程 ,得 
Dizo + wixo= FeosyTo 
Dizi + wje – 2DyDiro 7 2cDoxp ~ brd 
因 
To=A(Ti)expfiaoTo)+ Aexp(iyTo) + CC 
RP де 0а 07) 
H zo 代入 式 (5-47) 第 二 式 ,得 
Diri + ойду = - [2ieo( À + cA) + 65AA? + 38A2A ]ехр( To) 
— b| A2exp(3%oo Ту) + APexp(3ivTs) + 3A2Aexp[ i(2op + v) To] 
+3A2Aexp[ (v 299) To] + 3AA2exp[; (ао +2») To] + ЗАЛ? 
X expl il oo 7 2») To] — A {21 + 36A? + 68А A JexpivT o) + CC 
在 非 共振 情况 下 , 如 果 
2iuo(A+cA)+6BAA2+3642A=0 
则 长 期 项 可 消去 , 设 


(5-41) 


(5-42) 


(5-43) 


(5-44) 


(5-45) 


(5-46) 


(5-47) 


(5-48) 


(5-49) 


(5-50) 
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A= L perp! ip] (5-51) 


代入 方程 (5-50), 分 离 实 虚 部 , 可 得 


p=- ep 


. (5-52) 
aop6=3b[ л+л) 
所 以 作为 一 次 近似 解 为 
z = pcos( oot + B) + 下 (osg-v2) lcosv + O(e) (5-53) 
5.3.2 主 共振 情况 
此 时 , умо EX v = wo+ єс, о 为 解 谐 参 数 。 设 方程 的 解 为 
z(t,e) = xo( To, Ti) + er( To, Ti) + ° (5-54) 


其 中 To= г, Ti = et, 而 在 主 共振 情况 干 , 外 激励 可 以 看 作 小 参数 ,并 设 它 为 简 谐 的 
F(t) = eFcos( oo To + Т!) 
代入 方程 (5-44), 得 
Diro+ oiro=0 (5-55) 
Dri + wbx = - 2D5Dizo — 2cDozo — brå + Feos( eo To + Тү) 
由 第 一 式 可 解 出 _ 
zo7 АСТ, )exp( iwo To) + A( T i)exp( ~ iwo Ta) (5-56) 
将 Feos( o Т oT GRON В T resp iQ Ту) + eT] + CC, 即 得 
Dêr; + өфлу= - [2io (À + cA) + 35A7A Jexp(iwo To) 


= bA2exp(3ieo To) + 3 Fexp[ ¿(eo To + eT) 1 CC 


(5-57) 
由 以 下 方程 式 可 解 出 A 
2iwo( A+cA)+ 36ATA -1 Fexp(ioT1) =0 (5-58) 
设 
= 二 pexp[ip] (5-59) 
分 成 实 部 与 虚 部 
фе 60+ JET -8) (5:60) 
oim - Testers -8) 
一 次 近似 解 为 | 
ж = pooslwot + B) + Ole) i (5-61) 


indt y -oT,- B, M 


Жа} 32585 + 65 - 


1 F 
p^ -o +> siny 
290 (5-62) 
В 35) LF 
РҮ о Za 
24 p= у= 0 B}, W 
aP = LE siny 
2% (5-63) 
Зь 1Е 
907 3 ao 2000097 
2 _ 35 jJ 2. Её - c 
或 [: +10 вр le Tao wey “з? 
078. 


IER TROU FU M EUR 
x = pcos(wot + cat - Y) + O(e) = pcos( st - y) + O(e) (5-64) 


5.3.3 Hil (ro) 


设 3v= wo+ ес, Ж! o 为 解 谐 参数 。 
在 方程 (5-49) 的 解 中 ,除了 式 (5-50) 中 正比 例 于 expl + iwo 了 0) 的 一 些 项 外 ,还 有 另外 一 
项 使 z 中 产生 长 期 项 , 这 就 是 - bA?exp( +3ivTo)。 为 了 消去 这 些 长 期 项 , 我 们 将 下 式 


ЗуТо = (шо + es) To = wo To + oT, (5-65) 
用 oo To 来 表示 3vTo, 利用 式 (5-49)， 可 以 发 现 ,如果 
2100(А + cA) + 65А? А + 3ҺА?А + bA2exp( ia Ti) =0 (5-66) 


则 zt 中 的 长 期 项 就 消失 。 设 上 式 中 的 A = 2 рекр[ ig] OXE р 和 有 是 实数 ), 并 分 成 实 部 与 
RENÉ 


3 
р=-‹о+ B intet -8) 


(5-62) 
ñ 3 
pb= 妆 |[ д1) + 多 os(oTi -8) 
设 Y2oT,-f (5-68) 
方程 (5-67) 变 换 为 一 个 自治 系统 , 从 而 得 到 
p=-c+ PA iny 
ао (5-69) 
; 35A? 3 bA? 
eie E lema et 
所 以 方程 的 一 次 近似 解 为 
х= pcos(3yt ~ у) + FCod – y?) сови + O(e) 
在 稳 态 情况 下 ,p= 了 =0。 有 方程 组 
ШЫН 
ср= siny 
wo (5-70) 


7А 


I эмг) 3b, s= bA2 
m - - 
Воо wg 


wo 


* 66° Ж % 12 arms P GM $r + k Z A 


两 个 方程 平方 后 相 如 , 得 频率 方程 


5A? 373 2. 02А 
-3 20- ~ up. P 5-71 
[2+ 9-3 7 Boo ] a (5-71) 
从 上 述 方程 解 出 =, 得 
1 
246 
оз 607.30. (А д) (5-72) 
= Bwo | абр 


所 以 与 线性 情况 不 同 ,尽管 存在 着 正 阻尼 , 在 к 时 ,自由 振动 并 不 衰减 为 零 , 而 非 线 
性 性 质 调整 了 自由 振动 项 的 频率 , 使 之 精确 地 三 倍 于 激励 频率 , 从 而 响应 成 为 周期 的 。 这 种 
共振 称 为 超 谐 共振 。 
5,3,4 ЖІ (резо) 
我 们 设 

v3w0+ єс (5-73) 
因而 方程 的 解 中 除了 正比 于 exp( + iooTo) 的 一 些 项 外 , 正比 于 expl + i(v -2wo)To} 的 项 
也 在 тү 中 产生 长 期 项 。 我 们 将 (vy - 2wo) To 表示 为 


(v - 2000) To= wo Tox soTo= wo To + aTi (5-74) 
所 以 为 了 在 式 (5- 49) 中 消去 xi 中 产生 长 期 项 的 一 些 项 , 可 以 写 出 
Yih + cA) + 65A? A + ЗБА?А + 35А Alexp(ioT1)=0 (5-75) 


在 上 式 中 设 A= Loexp ig) GER p 和 8 是 实数 ), 并 分 成 实 部 和 虚 部 , 可 以 得 到 


b=- +3200 ?sin(oTi - 38) 


(5-76) 
uU ]o А, cos oT, — 38) 
ü =s T, -38 (5-77) 
TESI 
p= -p+ А siny 
(5-78) 
„ofo 247), 96. „з „95А 
o7=| m ) Boy 7 4000 T 
所 以 一 次 近似 解 为 r 
| r= рон ы = y] + Flg = v) teost + OC (5-79) 
稳 态 振动 对 应 的 振动 方程 为 
-ep= 35А aas, 
4% (5-80) 
95A? 95A 
| o- ЕУ - Ep pL 
由 上 式 可 得 闫 率 方程 


Er 2 ау 


Ax SREK -67> 


954? _ 96 ,|^| 810242 
bee E gre] - mt em 
次 谐 波 共 振 在 工程 实际 中 时 常 遇 到 。 例 如 , ЕРИ ЖЕНЕ PERDE DL ЖОЮ XP tz Il) 
的 固有 频率 的 角速度 运转 的 发 动机 所 激发 。1956 年 , PERRIERI -REA TTN, hF 
sje E1631 e T URS nic nh MARAT ER T n c ЗЕ 


3h, X MU RU oh ER СЕЛИ ЛЕШЕ. 
5.3.5 ”两 项 激励 的 组 合共 振 


假如 激 振 力 由 频率 不 等 的 两 个 部 分 所 组 成 
F(£) = Ficos(vit + 81) + Focos(v21 + f) (5-82) 
RE Pu,w 6, 都 是 常数 。 此 外 我 们 还 假设 F, = О(1), 并 排除 主 共振 eem (n 71,2, 
…) 的 倩 况 , 我 们 假定 方程 的 解 为 
(ts) 一 ZICT0TID)+srICTo T) t7 (5-83) 
代入 方程 , 令 方程 两 端的 e? 和 = 的 系数 相等 ,就 得 到 
Dizo+awgzo= Ficos(vi To + B.) + F;cos(vz To + £2) (5-84) 
Iri + ойх i= -2DoDizo-2cDoro 一 5zt . 
方程 (5-84) 第 一 方程 的 通 解 为 
zo = A( Ti )exp( ioo To) + Alexp(ivi To) + AzexpCiv; То) + CC (5-85) 


wo — Bug 


式 中 д,= EF, (wd 3) exp( ip,) (5-86) 
将 ro 代入 第 二 式 ,得 出 
Dri + од = – [2iwo( A + cA) *3b(A À * 24,4, * 24242 A Jexp( ioo To) 
= [2i«c * 35(2A А + АА * 24242) TA vexpCivi To) 
— [оозе + 35(2A A * 2A4A, + AzÀ2) TAzexp( iva To) 
— BA" exp(3ioo To) - &ATexn(G ivi To) - bAdexp(3 iv; To) 
—36A2A1exp[ (200+ v1) Th] — 30A? A2exp[ i (2wo + vz) To] 
—3ЬА? AyexpL i (2eo — vi) To] ~ 38A? Azexp[ (2ш — va) Tol 
—83bAATexp[ i (wo + 2v1) To] — 3ВААЗехр[ (wo + 2v2) To] (5-87) 
-3bA А{ехр[# (aoo — 223) To] - 3PA АЗехрі (ао 2») To] 
— 6bAA Asexpl i (wo + vi t эз) To] - 66A ArAzexp[i(wo 7 v1 — v2) To] 
— 6bA AL Asexpl i lwo — vi + v2) To] - 65AA i Asexp[ i( wo + vi — v2) To] 
—36A2A2exp[ (201 + v2) To] - ЗЬАЎЛ зехр[ i Qv, — v2) To] 
—36A 1 АЗекр[ ilw, + 225) To] - 35A  ABexp[ i( — vı * 22) To] + CC 
上 式 中 显示 出 一 些 组 合共 振 , Op ЕГА ЧЕЛ St, 而 另 一 些 则 是 多 
频 激励 的 特征 。 这 些 组 合 是 
03у, 超 谐 波 共 振 


Dod 次 谐 波 共振 


1 
3^ 


. 68 `. fe HOMES Hb P © ЖУ CREE A 


wo] +20, tu | ”组 合共 振 
әуе ж MARR 
BP m = 102, n = 1 fl 2, Р == 个 以 上 频率 的 激励 , 可 以 存在 共振 组 合 wo = 
|E v, tv tul. 
由 此 可 见 , 对 于 多 频 激 励 , 可 以 同时 存在 多 于 一 个 的 共振 条 件 , 这 就 是 说 ,可 以 同时 存在 
超 谐 波 共振 ,次 谐 波 共振 、 或 者 同时 存在 超 谐 波 共振 和 组 合共 振 等 等 。 对 于 双 频 激励 , 可 以 
局 时 存在 两 个 共振 。 如 果 激 振 频率 为 v 和 ,这 里 „,> v1, 能够 存在 的 各 次 共振 是 
EX 
vols zio 
шо | € va £2vil E 2v vz 
wo |+2v2+ vil 


xl - 
99^ | £ v2 = vil 
下 面 考察 o2, £ v 的 情况 ,如 果 
w0= 24 + va = es (5-88) 


并 将 (2v1+ vz) To 表示 为 
(2v, v2) To = wo To + eoTo=woTo+aTo (5-89) 


当 满 足以 下 条 件 时 , 可 以 清 去 永年 项 
Zip (A + СА) *3b5(A А +2A1Ai+2A2A2)A + SbATAsexp(ioT,) =0 (5-90) 
设 
A= Tooplifl (5-91) 


代入 式 (5-90), 和 将 实 部 与 虚 部 分 开 , 得 
b= -cp + ól'isiny 


. зь, (5-92) 
PREP + RaP + bricos y 
式 中 
Ti R Fro Col - i) Cb B" 
(5-93) 
T7 joi! РКФ - D? + Ей - D 7] 
y=aTi- B+2B t fo 
消去 8, 得 出 
ps Gr br)p ge p! -rosy (5-94) 


所 以 方程 的 一 次 近似 解 为 
z=pcos[(2v1+v2)t -7+281+ 8›] 
+ Flw 02) lcos(vit + B + Falo v2) cose +tB)+O(le) (5-95) 
对 于 方程 的 稳 态 解 ,5 = 5 = 0, AN p fly 满足 方程 组 
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. 69- 


— cp = 6P'isiny 
3b 
(e = brao рор? = соу 
消去 y, 得 频率 方程 
зь |? 
Гакова) ]#= ri 


由 此 可 得 到 振幅 的 峰值 为 


. ]elr, 
[o 
f 且 可 按 下 式 计算 得 出 
35 35? 
cct р о s bl2 + Bo ir? 


5.4 应 用 举例 


[ 例 5.4.1】 用 多 尺度 法 求 强迫 软 Duffing 振子 的 二 次 近似 解 。 
Z +2c z + z — bz2= ecosQ f >0 
JUR с, b, /为 小 值 ,对 于 共振 情况 , 上 式 重 记 为 
Z+ z = e( —2cz + Бх? + fcosvt) 
UE — Ета Ус] 
Z= zot ez; terz + 5-5 
24 sæi, v2v1/3, v3 时 均 会 产生 共振 。 这 旦 只 讨论 主 共振 情形 。 
v2=1+ sc 
о 为 调谐 参数 。 这 样 原 方程 可 以 写成 
E + 2z =є(ах —2c Z + bz? + fcosw) 

令 х= of(To,TiTz)+sri(To Ту, T2) + є*с;( To, Ti, Т) + 


(5-96) 


(5-97) 
(5-98) 


(5-99) 


a) 
(2) 
(3) 
(4) 


(5) 
(6) 


To=+ 是 快 尺度 , Ti= er, T. = s?t,… 为 慢 尺 度 , 用 来 刻画 非 线性 ,阻尼 和 共振 引起 的 振幅 


和 相位 的 变化 。 时 间 微 分 写 为 
&=D + Di t D + 
7 DE yD + (DD +D) + = 
Ж D, = 52-, 这样 将 上 述 式 于 代入 式 (5), Ф e 同等 次 相等 ,得 
Dizo + Q zo = 0 
Diz: + (2 z = -2DoDiro+ олу — 2cDoxo + bz + fcosvt 
Dizz + 2z, = -2DoD zo —2DDi zi 7 Dizo 
—-2cDyz,72cDizo + олх,+3ёхфх\ 


设 式 (8) 的 解 为 
zo( To, Tis То) = A(T, Ta)expl iTo) + A( Ti, T2) exp( — iTo) 


(7) 


(8) 
(9) 
a0) 


(11) 


70 Ж ЖН яши ейи» ik ELSE! 


A 是 一 个 关于 Ti, T: @ Ж, ЕЖЕ F — Brian ii ЧИНЕ ТЕ Rir ЖЕТЕ ЭИ дЕ, 即 把 式 


(11) 代 入 式 (9) 后 ,得 
Dizi t 2z í 2 [-2ivDj A * bA ~ 2iéevA expl iTo) (12) 


+ bA2exp(3:vTa) + 35A2 À exp( iTo) + Ñ fexp( ТУ) + CC 
CC 为 共振 项 。 消 除 长 期 项 的 条 件 是 


-20DA + oh - 21А 36A А « d peo (13) 
对 于 一 阶 近 似 , A DUE T, 的 函数 , 故 可 假设 
4=p(Ti)exp[ 训 (TD)] (14) 
把 式 (14) 代 入 式 (13) 中 ,分 离 实 虚 部 得 
b= – ep dung (15) 
ов= бр 30 eosp 6) 
其 中 p(TD,8(Ti) 是 基 频 的 振幅 和 相位 差 , 即 
то= рсо(и + B) (17) 


ВЕ РААН ЕЗЕН ВЕСИТ, YARRA x1( To, Ti Ta), С) ei 
项 已 去 掉 , 容易 得 出 


可 


3 
z= 一 多 ep(3ixTo) + CC as) 


EX (17) zo 和 式 (18) 的 >, 代入 式 (10) 得 
Dizz+vzzz = ( —2ivD>zA - DIA - 2cD, A ]exp(ivTo) 


- С Arexp( iTo) + NST СС (19) 
其 中 NST 为 不 会 产生 长 期 项 的 那些 项 。 上 式 消除 长 期 项 的 条 件 是 
-2i0DA - DIA - 244A - $554? А®=0 (20) 
这 里 要 绪 合式 (14) 和 式 (20) 求 二 阶 近 似 时 的 振 栖 和 相位 , 写成 原 时 间 е 的 形式 ,有 
-2ь 8А t ello -2in)A (A? А + T f) 
2 j — 
seffes aa- an [re А? А] (21) 
Sbf, у 155? у Г, of _ 
ФАА? ви A А®+ edo 
这 种 情况 下 假设 
A7 lotes ig(1 (22) 
TRA EQ) m dr Bp Sc НИН 
Bo cep 2E +e? 26р - Í: £s 26 +e? 252] sing (23) 
z 2 2 3b Зёс 15b? 
рв -ett BP dee ra кш (24) 


第 五 章 RES бл. 
-le £ +e? z +e? Hho cosp- e? zsng 
把 ro, ту 和 А RAR), 8 — Bex f (1.0) 
x (1) = pcos( t + B) - є de cos +3B)+--- (25) 
其 中 p, а 由 式 (23)、 式 (24) 确 定 。 
5-1 绘 出 了 一 次 二 次 近似 解 和 数值 积分 结果 的 比较 。 
1.2| 
1.0 
0.8) 
5 0.6 
0.4 
9.2 
0.01 " 
0.0 Я 
0 
图 5-! 一 次 ,二 次 近似 解 和 数值 积分 结果 的 比较 
[ 例 5.4.2】 用 多 尺度 法 求 强迫 van der Pol 振子 的 共振 解 。 
van der Pol 振子 受 一 周期 外 力作 用 , 在 共振 条 件 下 , 系统 的 方程 为 
E + z = e (1 — z2)£ + €Focosst (26) 
式 中 # 为 正 值 小 参数 。 取 
v=] + ejt ev te 
设 只 取 两 重 时 间 尺 度 To, Т, 将 解 x 表示 为 
ж = хо( To Ti) +eri( To, Ti) + (27) 
则 得 | 
Drot хо=0 (28) 


Dzi t zi = — 2DoDy zo + (1 х0) охо + Focos( To + 4 T1) 


为 计算 方便 , 式 (28) 中 第 一 式 的 解 写 为 
хо= A(Ti)exp( (Ty) + A(Ti)exp( — iTo) 


GUPACERATBUN 复数 。 因 `' 
-2DyD,zo- -2[: desto -= ен - ir] 
(1 7 zh)Doro = [1 - A?expGTo) -2A A — A2exp( - 2:14) ] 
X [iA expCiTo) — i AexpC — iTo) ] 
= iAexp(2iTq) – i Aexp( — iTo) — iA’expl i3 To) 


+ i AJexp( — i3 To) + iA? AexpCiTo) — iA А?ехр( — iTo) 


故 式 (28) 第 二 式 成 为 


72 - JE нж жь MER долон & A 


dÀ 


Dizi tzi = [i| -2 A+A- ATA) . ората) Јерста) — 09 


dT, 
— iA’expli3 Ty) + CC 
RP CC dm 5 JP E SW B RN , 
为 了 消除 长 期 项 , 应 有 


А аА ~). A | 
4 -24 +л-лА) + рад Ti) =0 
4А Е . 
* BAMMNOACA A= i XegnTO 
1 ， 
令 А = > pexp( ip) 


AF р=р(Т),фр = 9(T1) 均 为 实 函 数 。 代 入 式 (30) 得 


= 4. 


. d, Ad А 2 . А ` 
ехр(ір) а +ip 32) = Yexp( ip) - n ехр(і2р) X f exp( -dp)-i 


3 
—exp(ig) [2 - 5 * Pot iTi ig)] 
将 上 式 中 实 部 和 虚 部 分 开 , 可 得 
Де-- 2.8. Dur - Ф) 


dT, 2 
= E Ф) 
% У -5uTi-9 
Jus (32) 028 
i- 2-2. Бр 
in tiot 


(30) 


(31) 


F. 
exp iTi) 


(32) 


(33) 


(4) 


共振 情况 下 的 周期 解 对 应 者 上 式 中 p, V AEE, Mi= o, Е =0, 由 此 消去 w, TRE 


振 曲 线 方程 
[44+ 11-2]- ы 
[95.4.3] 振动 方程 为 


T+ ~ 2e2c s + ebr’ + edi? 


(35) 


(36) 


其 中 с, o, d 分 别 对 应 阻尼 项 、 平 方 和 立方 非 线性 位 移 项 的 系数 ,e 为 小 参数 。 用 多 尺度 法 


求 其 二 阶 近似 解 。 
解 ” 设 转子 振动 方程 的 解 为 


2 
zt,e)= $) (То, Ti То) +008) T,= et 


£i 
引入 微分 记号 D, = PFE, RES ABI FUE To, T, 和 了 T2z, 则 有 


Dizo + zo = 0 
Dizi + х= —2DDi zo * bri + dz 


(37) 


(38) 
(393 
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Dia; + zz = —2cDozi — (Dó + 20000) хо 7 2DyDi zi + 26oz | + 34хфх\ 
设 转子 振动 的 零 阶 近似 解 为 
zo = Aexp(iwT0) + Аехр( — ¿oTo) 
A= lon Тз)ехр[ (Т), T2)] 
ЖНА ЖА 的 共 扼 项 , 将 式 (41) 代 入 式 (39), 有 
Dizit @2z = ~ (21А +34А? A )exp(¿eTo) + bA?exp(i2wT0) 
+dA’expli3wTo) + bA À + CC 
其 中 CC ВОЛО Җ ОЙ 
由 消除 长 期 项 得 一 阶 可 解 性 条 件 
2;ieDi A +34А? A - 0 
由 此 式 得 到 确定 p 与 p 的 一 阶 偏 微 分 方程 组 


2р _ 
3T, 9 


2g j= 
3f t do 0 


解 之 ,得 
p=p(T2) 


9-- Т, + Ф(Т›) 
其 中 p(T2) 和 pi(T2) 要 由 二 MERR, 从 而 转子 振荡 的 一 阶 近似 解 为 
= Aexp(iwT0) - MA ep G2uT) - 84; exp(i3uToy+ CC 
再 将 ro r RAD 并 清除 长 期 硕 , 得 到 一 阶 可 解 性 条 件 
-2iceA -DÌA -2iwD3A + 1957 p MD ATA 34 A! A* =0 
由 此 式 得 到 确定 p(T,) 与 ei CT2)889— NER 


29 _ 
ITa "^ 


Ppr _ 55 ;, 15d? , 

ITa 1249! 25630! 
解 得 

pl= poexp( — cTo) 


5 215 42 
$17 24 c eit 2564 201+ 


(40) 


(41) 


(42) 


(43) 


(46) 


(47) 


(48) 


(49) 


其 中 po 和 ро 为 初 参数 , 由 振荡 的 初始 条 件 确 定 。 ИА z 后 ,将 


zo zl 及 za 代 回 式 (36), 得 到 转子 振荡 在 三 重 时 间 尺 度 下 的 二 阶 解 为 


bèj, 1 4р? 
z= peso e| 5 [1 - Toe] - E ose | 
b) 21425 


(50) 


mm ( 2) NP 
e 94 AP ООР + | 48,4: 10244) P? ва 36 Ет: 10240 акр] 


W Ж Жи 3 38 4k P 6 Ж 3 bk 22. тн k Ж 


xm 


P= ош + 
Фо (51) 


wn = n - ial 1+ Stan? po + 2508) |ы 

[ 例 5.4.4] ”在 工程 中 ,我 们 常常 会 遇 到 这 样 一 些 转子 系统 ,其 参数 是 随 着 时 间 而 变化 
的 。 引 起 参数 随时 间 变 化 的 原因 很 多 ,有 些 是 由 于 转子 本 身 的 物理 或 几何 特性 发 生变 化 而 
引起 系统 参数 变化 。 当 转子 出 现 裂纹 时 , 会 导致 整个 系统 刚度 随时 间 变 化 。 转 子 在 运转 过 
程 中 , 外 部 条 件 的 变化 也 会 引起 其 参数 的 变化 。 例 如 , 转子 在 起 动 或 停车 过 程 中 , 其 不 平衡 
激 振 力 也 是 随时 间 变 化 的 。 由 于 控制 的 引入 ,也 会 导致 转子 系统 参数 的 变化 。 

下 面 以 寓 变 刚度 主动 控制 单 盘 转子 振动 为 例 , 研究 在 控制 过 程 中 转子 的 振动 特性 。 所 
谓 慢 变 刚度 ,就 是 指 转子 的 支承 刚度 在 控制 过 程 中 随时 间 慢 变 , 即 刚度 的 变化 是 在 很 多 振动 
局 期 的 时 间 内 缓慢 地 完成 的 。 设 转子 的 支承 刚度 在 控制 过 程 中 始终 保持 对 称 , 则 可 以 用 下 
式 描 述 其 在 控制 作用 下 的 振动 , 即 


тї + cz + k (z)< = meao2cosat (52) 


式 中 +=et,s 是 小 参数 。 
在 实际 控制 过 程 中 ,支承 刚度 的 变化 可 能 是 一 个 很 复杂 的 非 线性 过 程 ,但 是 不 论 支承 刚 
度 如 何 变化 , 只 要 它 是 随时 间 慢 变 的 ,就 可 以 将 其 看 成 是 分 段 线性 的 非 线性 过 程 , 即 


(т) = kot Akr (53) 
设 阻 尼 和 刚度 变化 项 为 小 参数 ,上 式 可 改写 成 
z t wir = — ecat — «ат + eo? cosot (54) 
RP = uot auo BE, 


”用 多 尺度 法 对 方程 (54) 求 解 , 设 
T,758:5,n70,1,2— 


则 有 
3.2979 ә ата р. a 
di^ de ITa а OT, TDoteDt 


Й (55) 
З= запору t (DI 2405) + 
AP Do, Di, D2… 分 别 是 对 To, Тү, Tz… 求 偏 导 的 符号 。 
将 式 (55) 代 入 式 (54) 得 
Dr +2eDoDiz + wr = — ecaDgx ~ e? cDix — kart + ew?coswt (56) 
设 方程 (56) 的 解 为 
т=ху( To, Тү) t exi( To, Ti) + (57) 
将 式 (57) 代 入 式 (56) 后 可 得 
Dizro+2eDoDizo+wizo+eDizrli+2s2DoDizt + ewgz1 
= ~ ecgI To — Васто ew соза + -** (58) 
€ e 同 次 等 项 的 系数 相等 , 则 有 
s^: Dizo + шфго = eo? cosot (59) 


et: Dhar + wga = -Moh ко 7 2e4Doxo — katt (60) 


хаф REG 


‚75. 


由 式 (59) 得 
os 及 (Ti)exp(iaoTo)+A4exp(roTo)+ CC 
RP Ashewo- 00) 7), 
将 式 (61) 代 入 式 (60), 得 
Dázi + ойж = [ -21w0( A + caA) ~ karA ]exp( oo To) 
+[ -2iwAca — karA Jexp(1wTo) + CC 
为 了 不 出 现 长 期 项 ,有 
= 2iwol A’ + cA) - ExA = 0 


记 此 可 得 
_ -2iwe 
Ziwoca + kat 
设 A =aexp(:8) 
a, BOB T, 的 函数 ,将 式 (65) 代 入 式 (64), 分 离 实 虚 部 得 
a = - саа 
2008 = kat 


则 原 方 程式 (52) 的 解 为 


x=acos(wot + B) + ew (ug w°) созо + D(e) 


= 2 
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(61) 


(62) 


(63) 


(64) 
(65) 


(66) 


(67) 


由 于 a 和 8 是 Ti= eT 的 函数 , 且 与 变 刚度 系数 ee, 即 副 度 变化 的 速度 有 关 。 根 据 实际 
情况 适当 选择 ka, 可 以 起 到 良好 的 减 振作 用 。 图 5-2 所 示 为 不 同 的 k, 时 所 得 三 维 谱 图 , 由 
图 可 见 , 当 ka= 10 时 ,振幅 最 小 , 即 适当 选取 变 删 度 系 数 eus 可 以 有 效 地 抑制 系统 的 振动 。 
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图 5-2 ЖЕ k 时 的 转子 振动 的 三 维 谱 图 
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计算 与 思考 
I. 用 多 斥 度 法 求 如 下 方程 的 一 阶 一 致 有 效 展开 式 。 


(Du +афи= cuu 

(2)u +4u + eu°ù 50 
ou 
ltu 
(4)u + аби = eu? 


(5) + еби + еш? = 


(3)u + x= 0 


(6)ü + оби +2epu u + cu) = 0 
2. 对 于 小 而 有 限 的 0, 用 多 尺度 法 求 
+ апд + Tx rZ 9=0 

的 通 解 的 一 阶 一 致 有 效 表 达 式 。 

3-а t abet eo 
p 为 小 值 ,用 多 尺度 法 求 其 一 阶 一 致 有 效 表 达 式 。 

4. 用 多 尺度 法 求解 如 下 方程 的 二 阶 近 似 解 。 

(0)®7-2х-х*%*+х9%=0 

(2)üu-—u* =u t= 0 

(3)0-а+иб=0 


(03 * 27g 7j 
(5)u *u*ts?u teu =0 
(6)u + u Feu? te i?- 0 i 
5. 对 于 如 图 5-3 所 示 的 三 种 形式 的 分 段 线性 非 线性 方程 ， < 

u +Е(а)=0 А 


Е F| 


(а) 
53 #5Ш - 


F(w) 均 为 对 称 分 段 线性 ， 证 明 一 次 近似 时 的 贸 有 频率 分 别 为 
2k a. 121 
ара = [оа 5] +“ ) 


a 
2) 1/2 
а. а 
ZI ] 
а 


2- -24] inf 2 
(2) = k z Laresin| — 


HAE SRED 27e 


2,1/2 

(3)ol= k - Zen ааа) Zr -&l ] 
6. 对 于 如 下 方程 

и + айм = — 2и u — eau? + K сои 
(1) 用 多 尺度 法 求 非 共振 解 时 的 振幅 的 稳 态 解 ; 
(2)4 20= oo * ea 时 ,用 多 尺度 法 求 振幅 的 稳 态 解 ; 
(3235 Q7 2o« + ea 时 ,用 多 尺度 法 确定 振幅 无 界 的 条 件 。 
7. 对 于 负 阻 尼 硬 式 Duffing 方程 


йада (ажа 
(1) 主 共振 时 CQ~ oo + ez) 证 明 有 如 下 结果 
и = acos(eo+ B) ++ 


-L(i-ia 
à 2* gota? 


3] + eKcosft 


a+ 3E einer -p 
af-2- FE coste - 8) 
《2) 超 谐 波 共振 时 (3n0= оо + єс) 


u= acos(wo + B) T =; K д7 гаи 
а= 1. lol sanat = m 
ati? a4 mee] 


а B= eD'sinCeot ~ B) 
TOR p, ro 
(3) 次 谐 波 共振 时 (Q=3wo+ec) 


K 
и = acos( ao + B) -a езг 
à= bef q- Lata?) аа вао eot - 3) 
a Ë= моба (вог - 38) 


BOR у, 
(4) 非 共振 时 (9 不 接近 于 3wo, аң, wo/3,0 等 ) 


w=acos(wot B) - Ç стз cos 
m H 
а=1.(3- luto] a 


8=0 
же 
8. 试用 多 尺度 法 求 方程 


E + sinz + 22 z = Fcosvt 


的 解 , 试 就 (1)v=1,《2)v = +, (3)y=s3 三 种 情况 加 以 分 析 。 


отв: Ж, Нак эф © Жр Дол. ё Ж 


9. 试用 多 尺度 法 求解 
H + wau t e(Zg ú + ац?) = Fycos( vit + 01) + Facos(vat + 02) 
两 项 激励 的 组 合共 振 解 。 
10. 试用 多 尺度 法 求 有 阻尼 单 摆 的 解 
4t2uz-wisnz-zÜ 
11. ЖЕЙ ЖЕРЛЕ 3F22 E CHR Л ЗЕ О ROCA ME FELIS ER US BOE 2D B5 0C Ay y ЫЗ 
и + оёх +elposgar + даті 1) =0 
式 中 ро, i270, е1 试 求 一 阶 近似 解 。 
12. 试用 多 尺度 法 解 Rayleigh 方程 
3+y=e(1- 43); 
13. 试用 多 尺度 法 求解 Mathieu 方 程 
y+(6+ecos2t)y=0 
的 前 二 阶 一 致 有 效 展 开 式 。 
14. 试用 多 尺度 法 求 van der Pol 方程 的 解 


HELME 


10. 


第 六 章 平均 法 


对 于 一 个 弱 非 线性 振动 系统 , 略 去 非 线性 项 得 到 相应 的 线性 系统 。 平 均 法 的 基本 思想 
是 将 此 线性 系统 的 解 的 振幅 和 相位 角 看 作 是 随时 间 缓 慢 变 化 的 。 将 振幅 与 相位 角 对 时 间 的 
导数 展 成 富 氏 级 数 , 并 在 一 个 周期 取 平 均值 , 进而 求 出 方程 的 解 ,平均 法 由 此 得 名 。 几 十 年 
来 ,许多 学 者 对 平均 法 进行 了 较 深 入 的 研究 , 如 文献 [1, 4, 8, 27, 45] 等 。 


6.1 平均 法 的 由 来 


平均 法 是 由 常数 变易 法 演变 而 来 的 求解 非 线性 方程 的 一 种 独特 的 近似 方法 。 为 此 , 这 
里 首先 介绍 常数 变易 法 。 根 据 常 微分 方程 的 基本 知识 ,车 已 知 齐 次 线性 方程 的 基本 解 ,根据 
常数 变易 法 可 以 求 出 非 齐 次 线性 方程 的 解 。 微 分 方程 组 右边 可 以 分 成 两 个 部 分 , 即 


dz. ny t pile, yt) 


d (6-1) 
ЧУ eG y D + gaG ys 
EE ру 和 gz, 得 简化 方程 式 ( 称 为 派生 方程) 
EL (туу) 
ФУ э (х,у) (62) 
假设 方 程 (6-2) 的 通 解 已 知 , 即 
z=Fi(cr,ca, t) (6-3) 


у= Fi(ey e» 2) 
上 式 中 的 cl 和 cz 为 积分 常数 ,这 一 简化 方程 式 的 解 称 为 派生 解 。 
常数 变易 法 就 是 将 派生 解 中 所 含 积分 常数 cl, cz 看 作 是 新 的 因 变 量 , 再 作为 原始 方程 
的 解 ,这 时 , 式 (6-1) 可 以 写 为 


dz „аР „аР, de, ӘЁүЧс;_ 

d^ 3p ta de ac de (Fu Fot) + pF Fa t) вд 

dy ,9F2 ,9F2 de ӘР. de; 

dt д: Әс dt дс, dt 
因为 Fi, Fz 是 方程 (6-2) 的 解 ,所 以 


aF. 
Эр AC Fat) 


= (Е, F2, t) + ga( Fi, Fa, t) 


(6-5) 


aF 
Эре АЕ Fat) 


B 


而 可 以 写成 


“80. А k 2. ля & Ж 


9F, de: ӘР, dez. 
да de 9e а Fe Fe (65) 
aFa de ƏF2 дс _ 
ðc, dt "Эс; g(Fi, Fast) 
由 于 Fi, Е; 是 该 方程 的 通 解 , 它 必 须 满足 任意 给 定 的 初始 条 件 , 所 以 有 
9F, ЭЕ 
дер дс] (Fi, F2) 


am, ав” дч)” (6-7) 
Әср дс 
因此 ,从 方程 (6-6) 可 解 得 两 个 变易 的 常数 满足 
4 а 
Er (F, Fa 1)- Е ees 
(су, 62) (6-8) 
de . 
s= xl zo gi(Fy Fr £ - Se (Fr, F>. D] 
Ə(cu сз) 


如 果 方 程 (6-2) 是 可 解 的 , 则 式 {6-3) 可 以 得 出 , 那么 根据 式 (6-8), су, cz 满足 此 微分 方 
程 ,对 其 求解 即 可 得 原 方程 的 解 。 式 (6-3) 可 以 看 作 是 将 因 变 量 (z,y》 变 换 成 (cl, ca) 的 转换 


式 。 
例如 若 有 以 下 非 线性 方程 
Х+ 2: = 602,21) (6-9) 
其 中 。 为 小 参数 ,把 它 改写 成 一 阶 联 立方 程 
i-y (6-10) 
у= ez t ef(z,y) 
令 。=0, 得 派生 方程 
z-y (6-11) 
FEM 
其 通 解 为 


` z = peos( ot + B) 
y=- pwsm(wt + B) . (6-12) 
ЖР o. p 是 积分 常数 。 
取 这 个 解 作为 派生 解 ,并 把 о, 8 看 作 新 的 变量 , 应 用 常数 变易 法 , 相应 于 式 (6-8), 可 求 
出 


p= 7 Efep. g)sing 


cao ф)соѕф 


fo(p. р) = f(ocosg, — posing), ф= or + f 
这 种 方法 是 从 派生 解 出 发 ,应 用 常数 变易 来 描述 非 线性 项 的 影响 , 称 为 平均 法 。 目 前 有 
多 种 平均 法 , 如 常数 变易 法 \ 非 线性 函数 直接 展开 法 等 。 


(6-13) 
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6.2 含 非 线性 弹性 力 和 阻尼 力 的 自治 


6.21 常数 变易 法 


在 平均 法 中 ,把 派生 解 的 振幅 与 相位 作为 变易 的 常数 , 也 就 是 说 对 派生 解 的 正弦 波 加 以 
振幅 调制 与 频率 调制 来 近似 表示 非 线性 振动 系统 的 振动 。 

方程 (6-13) 可 看 作 是 原 方程 通过 式 (6-8) 进 行 变量 变换 后 , 得 到 的 关于 变量 p, 8 的 微分 
方程 。 如 果 我 们 能 精确 求 出 方程 (6-13) 的 解 ,那么 问题 就 解决 了 ,但 事实 上 , 往往 无 法 求 出 
方程 的 精确 解 。 如 果 е 等 于 零 ,那么 在 稳 态 振动 的 情况 下 , р, 都 是 常数 ;如 果 e 不 为 零 ,但 
很 小 , ЖЖ, о, 8 将 随时 间 * 缓慢 变化 , 但 是 仍 可 以 看 作 平滑 变化 的 量 与 小 的 振动 变化 量 挝 
加 而 成 的 。 用 平均 值 , 邵 平 滑 变化 的 量 来 表示 o= p(1), B= 所 zt), 而 略 去 微小 的 波动 。 

当 振幅 p 用 平均 值 p 表示 , 相位 角 8 用 平均 值 B 表示 ,这 时 式 (6-12) 可 写 为 

= = pcos( et + 8) (6-14) 


对 式 (6-13) 取 平均 值 


2x 
=_= os 
P=- Sra |, Jole, p)singdp 
(6-15) 


2 27 

s _ 
B= |>. j: folp, g)cosgdg 
foto, g) = f (pcosg, — posing) 


当 非 线性 函数 已 知 时 , 可 按 上 式 计 算出 p 和 8 的 平均 值 。 
假如 我 们 要 进一步 求 出 包含 高 次 谐 波 项 在 内 的 改进 的 一 次 近似 解 ,也 可 以 从 式 (6-13) 


出 发 , 将 式 (6-13) 中 的 р, 8 的 右 端 项 , 农 为 宣 氏 级 数 
p= – 6500, 9)sing= -E У) [eP (р)созпр+ А0 (p)sinng] 
КАЕТ) 


B= -afle esp 6 > Га (p)cosng + h Q) Co)sinng] 


(р, 9) = f(ecosg, ~ posing) - (6-16) 
原先 我 们 所 到 的 平均 信 相 当 于 上 式 中 仅 保 留 =0 的 项 , 即 


eG) - -Se Co) 


(6-17) 
Ва) = AES (р) 


式 (6-15) 与 式 (6-17) 是 等 价 的 ,如 作 更 进一步 的 近似 , 则 有 
p=P(z) + 小 的 振动 项 (6-18) 
B- BG) + 小 的 振动 项 

对 式 (6-16) 积 分 , 即 可 求 得 


£ 
е=р- 5 


< 1r 90 а) 
> 一 (p)sinng — kP ( o)cosne ] 
= т (6-19) 
а < i g? Q) 

2 эе! " (p)sinng — h P (p)cosng ] 
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6.2.2 ЧЕЙИ АЙИН ЛОРА 
我 们 还 可 以 先 将 非 线性 函数 按 富 氏 级 数 展开 


| BI 


fole, 9) = f(ocose, — posing) = ga( p) + > [z.(o)cosng + ha(p)sinng] (6-20) 
其 中 的 富 氏 系数 golo), в. CoD RI ha (TATER 


POA РОР, pdp 
EN 一 
zl foo, e)eosnedg (6-21) 


aw _ 
ко) | fe Cp, e)sinngdg 


Joale ф) = f(pcosp, ~ posing) 
由 式 (6-20) 可 以 看 出 , g Co) RI Ai(P) 已 在 式 (6-17) 中 考虑 , 即 式 (6-17) 可 写 为 


FOLE 


(6-22) 
Boy - aun 
而 将 余下 的 非 线性 作用 力 中 的 常数 项 go(p) 及 高 次 谐 波 项 代入 方程 (6-9), 得 
žitu z= egolp) te > [en(e)cosng +h(p)sinng] (6-23) 
该 方程 的 解 为 ii 
EIE x Logs osn + halp)sinng]) (6-24) 


因此 ,方程 (6-9) 的 一 次 近似 解 为 
一 = ~ AL 
z = рокот + B) + s len + > I-n? 
【 例 5.2.1】 已 知 如 下 非 线性 方程 


Xtrartbri=0, f=-br’, o =a 


[z,(o)cosng + ha sing] (6-25) 


ж FREM 
= = рсоѕр y = — posing р==ш+В 
根据 式 (6-13) 可 得 
p= ве? оз Фзіпф 
u ойе 
校 照 式 (6-17), 有 
p=0 
ИЕТ 
B= go 


积分 后 得 
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式 中 之 ci cz 为 积分 常数 , 设 初 始 条 件 为 当 上 =0 时 ,有 xz=4, 工 =0, 则 一 次 近似 为 


2 
х= Ace] 1+ 3⁄4 je 
8a 


进而 来 求 改进 的 一 次 近似 解 ,由 式 《6-16) 得 
i-i sin2g , амр) 


w 


相当 于 式 (6-19) 有 
=e - 82 661-09-10, cosi 


B= pi be inp + зып 
按照 (6-25), 经 简化 得 


一 353 — bp _ 
ж = pcosg — 1 Ёзсовр + Pa codd 


为 满足 初始 条 件 , 5(0) = 0, 7 (0) = A, 应 有 су=0,А =p- 20,8) B=A+ EXT 最 后 有 


х= Acosg + ZA soe — cong) ГЕИ 1+ 387), 
6.3 使 非 线性 惯性 力 的 自治 系统 
若 有 以 下 非 线性 振动 方程 式 
т + у„(х,х)+Ех + fy(z,z)=0 (6-26) 
RP у, (2,2) — ЕЙЕЛ NETER; 
f (z, х)—— 非 线性 弹性 力 和 诅 尼 力 的 综合 表示 式 。 
以 上 方程 的 派生 方程 为 
m zot+Rzro=0 (6-27) 
设 派生 解 为 
Zo = росоѕф 
¿o= — powsing (6-28) 
Жу = — poo cosg 
9 7 wot + Bo 


在 不 考虑 非 线性 函数 的 博 况 下 , po 和 fo 都 是 常数 。 当 考虑 非 线性 函数 时 , po 和 po 不 
再 是 常数 ,它们 是 时 间 e 的 函数 , 因而 方程 的 解 为 
x 7 р(ї)соз[ wat + 8(2)1 (6-29) 
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pLt) 和 w(t) 可 表示 为 
р(1) = pot руб) 
POLPTLEHOLRETC! 
FOLIO! 
ВС) = wt) 

为 了 求 出 p(t) 和 BC(z), 我 们 将 非 线性 函数 展开 为 


fo, 2) = gaicosg + hnising +e {gmo + P {gmacosng + hunsinnp]} 
а 


式 中 
2r 
вә], feo, Ф)4ф 
27 
e» l[ Р, (о, e)cosngdo 
2x 
= |, fa p, e)sinngde 
f. (o, p) = f. а peosg, - pusing) 
而 far +) = Bhacosp + haing + e {шы + D дысовпф + hsinng]) 
= 
xm 
2a 
gont f Ato Ф)4е 
1 (2 
въ), (о. ф)соѕпріф 
2x ` 
h = T| Ji Gp, p)sinngdg 
Ap, ф) = f, (рсозф, — pesing) 
这 时 可 求 得 
BO -aee = -Ee (ep)+ 太 (psp)]sinpdg 
式 中 
fonus f" Uto е)+ Alp, 9)]singdp 
та) 17005 ， 
ñ ГЕ+Е, 
#009900) Eo = 1-6 
—#т1 .1. 
而 m= oo2 npe Ju fa (p, Ф)соѕфір 


aš LE ЉС, ф)совфар 
若 再 考虑 高 次 谐 波 成 份 , 则 有 


) 


(6-30) 


(6-31) 


(6-32) 


(6-33) 


(6-34) 


(6-35) 


(6-36) 


(6-37) 


PrE Pik 


ж = pcos( wt + B) 


` 85. 


- [eso ++ 1 [gnncosng + honsinng + дысозтр + hinsinng] 
w 23 


13 


6.4 含 非 线性 弹性 力 和 阻尼 力 的 非 自治 条 统 


对 于 拟 线性 方程 
2 +е%х={/(м,хл,х) 
与 自治 系统 相似 , 设 方程 的 近似 解 为 
x = pcos( wt + B) = pcosg 
式 中 的 o. p 由 以 下 方程 决定 。 


p=- gf, р, p)sing 

B= Pc » P» gcos 

folvt, ps ф) = f(vt, рсовф, ^ posing) 

为 了 用 平均 法 求 方程 的 解 , 将 上 式 右 端 按 铺 立 叶 级 数 展开 
Foes p psinp= D DAm(p) e" (ets 

fot, p, p)cose = > > B,sCp)e 


Jolt, p, p) = f(ut , pcosg, — posing) 
下 面 分 别 讨论 非 共振 情况 与 共振 情况 。 


6.4.1 RRRA 


amp imu + ль) 
° 


(6-38) 


(6-39) 


(6-40) 


(6-41) 


(6-42) 


与 自治 系统 的 情况 相似 , р Жр 可 分 成 缓慢 的 平均 变化 的 分 量 5,, 以 及 短促 的 振动 变 
化 分 本 ,而 该 平均 分 量 p. р 可 近似 看 成 是 由 式 (6-17) 关 于 + 的 二 个 周期 2, Pagos ing 


得 到 的 以 下 方程 确定 
P= -EAn(FP) 
P= -EBo(p) 
如 果 已 从 这 个 方程 解 得 p, 8, 则 改进 的 一 次 近似 解 为 
=-= Amal oe ^ ionem) 
ML" poto i(mao + n) 


-j- АБЫ шде, тте + я»): 


ilmo tav) 


ГЕТ н: КЫ БЫ, 也 可 以 导出 平均 法 的 基本 公式 。 
设 fm《p) 为 下 述 富 氏 级 数 展开 式 


(6-43) 


(6-44) 
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HoD E D fo (pie Pe mtm (645) 
folvi, p, o) = f (vt, рсоѕф, — posing) 
的 系数 , 则 
_ = L _ 
Ama lp) 25: Lfm s Co) Jarini p)] (646) 
Be) Ts is) fena (Q21 
利用 上 式 稍 作 计算 , 可 得 略 去 O(e?) 项 的 改进 的 一 次 近似 解 
х= рюзбо +B) + ES Ut cioe 1 79 age P) 
_ De mot я»): 
* ELE, Co + m)! айе (6-47) 
式 中 的 ,万 可 由 式 (6.43) 的 解 给 出 。 
6.4.2. 共振 情况 
设 r,s 是 互 质 的 整数 , 对 于 近 共 振 情 况 , 应 满足 以 下 条 件 
vote (648) 
在 这 种 情况 下 , 在 An M Be 中 至 少 有 ~- 项 使 mr + ns 0, 同时 有 
97 ett Bo Ur/shu +8-—e(rfslor=(rfs)vt + y (6-49) 
x7 B-sir/s)ot 
方程 (6-41) 成 为 
b= - Ёуоби, p, g)sing 
. (6-50) 
X=~el 1а Or, f» 9)cosp 
fo, p, ic f. » pcosp, — posing) 
根据 直接 展开 法 , W EIOS БЕНИ ЕЖЕ ЕНУ EIL AUI UR р 
soni Asl Je А а{ж(к/з) +n] 
p= 5 2 рэр 6.51) 
Z= -str/sjc E DE Вб)” е" 
REREH PARRE mr + ns =0 项 ,得 到 
POT 
-„ EX p (6-52) 


3--« r/o >> B, Ge" * 


Mu 


— ere REER. * 
和 多 已 经 求 出 , 则 一 次 近似 解 完成 。 再 考虑 高 阶 振动 量 , 可 以 得 如 下 较 精确 的 解 
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ims) t n] 


е=юв-® M А,„(р)е"" DESETIN 


= (6-53) 
_ ССО 
хеке ЭУ Вн Mon o 
于 是 有 
а= ром y]  ' (0 (659 


下 面 采用 将 非 线性 函数 直接 展 为 富 氏 级 数 的 方法 , 直接 给 出 平均 法 的 基本 公式 。 用 
Som RRE Ann M Brn ЭЕТ ЛУЗЕ, 6 


== poos ( (r /s)w + y) + ale cinia EX fas pe + кушы 353 е) 


_ (та) +в 0 ©т-1)ғ+ w70 
_ Р (одет? зыт mi ШЕ 
° oae ia (тоо + my = art А (655) 
这 里 的 结果 可 以 用 来 讨论 主 共 振 , 超 ,次 谐 波 共振 等 情况 。 
[ 例 6.4.1】 用 平均 法 求 以 下 小 阻尼 杜 芬 方程 的 解 。 


E + ec Z + z + ебх? = єЁсози 


ж 假设 
f wsing — Бр?соз'ф + Fcosvt 
fi ср/21 —(3/835р?, f = = cp/2i - (3/8060? 
fs = fos bp /8, Род fo, 17 F/2 
ЖЕ /,,=0, 
同时 Ао = ср/2, Bo = — (3/8) 5р?, Ago = Bo =0,Ё T (0,0), (+2,0), ( + 4, 9, (41,1) 
等 以 外 ,> = 1 时 也 会 发 生 共振 。 
非 共振 情况 v — 12е, ВТ 


在 这 种 情况 下 , 当 p=0, 方程 有 以 下 的 稳 态 解 


xi sF созы + O(e2) 
一 


可 以 证 明 这 个 解 是 稳定 的 。 
共振 情况 : 可 令 = 1+ co, 这 时 有 


e=- $ (e p + Fsiny) 


ЖЕРЕ НЯ, реу 0, 可 求 出 
пан е 
由 上 式 可 求 出 三 个 不 同 大 小 的 振幅 5( 即 以 上 方程 有 的 三 个 解 )。 
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6.5 AER ELE ZI AERIS AH 


有 以 下 非 线 性 方程 
т ++ еры, x, 4,3) 50 (6-56) 


下 面 分 别 讨论 非 共振 情况 和 共振 情况 。 
6.5.1 非 共振 情况 


在 非 共振 情况 下 ,方程 的 解 为 
x = prosp + À cosvt (6-57) 
这 时 非 线 性 逊 数 可 展 为 以 下 富 氏 级 数 的 形式 


Ол, р, ф) = f(ur, prosp, — posing, ~ poeosp)= У) ly, (oe re t 


(6-58) 
式 中 富 氏 级 数 fn (Th FERE 
2a pla _ n" 
fonda], none em )dpd6 《6-59) 
于 是 ,在 非 共振 情况 下 方程 的 改进 的 一 次 近似 解 为 
z =peos(wt +A) -jEa{f-10(p)e Pe ge P) 
_ Р Сре"? акаа 
° [Ts (mo + nv)? - а?® (6-60) 
Ж о, В 由 如 下 方程 确定 
5211 PE Ot, p. p)sinpäpdð |, 
三 一 ! — 7 sP» п: 
PT maie oo (6-61) 
. Әла - | 
й- lZ IË |р (КО? ?Jsinpdpao |, 
6.5.2 共振 情况 ' 
设 r,s 是 互 质 的 整数 , 对 于 近 共 据 情 况 , 应 满足 以 下 条 件 
v= (r/s)u + ta . (6-62) 
在 这 种 情况 下 ,在 AL B。。 中 至 少 有 一 项 使 mr+ ns = 0, ЮН 
ф= а + В= (7/5)ы + 8- e(rfs)ot = (r/s)vt + x (6-63) 


17B8-sG/s)at 
可 将 非 线性 函数 直接 展 为 富 氏 级 数 . 进而 可 导出 平均 法 的 基本 公式 。 
z= poos( (к/з) +X) 


е нон DY Ge DE ge (gat) 
4ш [LT Orta но 
qun. pe" 100) туж ль). 
fa p) e з) ) (6-64) 


te 
(mo + ny)? о? 


(2122622 


хф 平均 法 ，89 . 


式 中 之 p,6 与 式 (6-61) 相 同 。 


6.6 应 用 举例 
【 例 6.6.1] 用 平均 法 求解 只 有 滞 回 阻尼 的 振动 方程。 
Z +e = ef a) 
式 中 wp —km 
TET, ху TO r=, 
BE? xm. 
-f= (2) 


z-z,- xd 
s TLZ Ea 
这 里 ze= ra- 2r, z, = z +20, 


将 f 代入 平均 法 有 关公 式 ,得 到 


є 
p 


[三 他 -= -ze)singdg(z)- 三 rsinpdp(z) (3) 


+ (zz 0)singdpg(z)+ [zssingdg(z)] 


& 
pe 


B= [[" Grm nr za)eosgdg(z)- 六 reospdg(z) (4) 


* F (х - х, – z,)cosede(z)+ [°х,созе4е()] 


I 


式 中 的 积分 是 对 图 6- 1 中 的 BCDAB 积分 一 周 , 现 已 分 成 ВС, СО, ПА, AB 四 段 。 


底下 一 个 元 件 所 拉 的 力 


(O) 


Het АНЖЕ 
为 了 算出 式 (3) 和 式 (4) 中 的 积分 ,我 们 把 积分 变量 从 z 变 为 p。 为 了 实现 这 一 点 ,我 们 
注意 到 ,以 p 为 变量 时 周期 为 2r, 而 且 因 为 运动 是 周期 的 ,我 们 在 B Ж o = 0, 因此 在 D 
Ñ p = m, BUT z = acosp, 所 以 


хъ=а, x == -2r=,=acospi (5) 


X47 a, z,7r4*2z,-acosg? 


90. UEA E жа ж P LII PEE. 


= arcos 和 一 2л) 
Pı a 


= aro |226) 
927 атссоз 5 


于 是 式 (3) 和 式 (4) 变 为 


е, * 
£ [| t Cacosg + z, - a)singdg - z, | singde 
° 


¿= 
pom ^ 


?. 2n 
* Ë (acosp ~ x, + a )singde + >, f. singe] 


P в, _ oO 
P= тота [], (acosg + z, - а)созфйф af соѕріф 


э, 2r 
十 Í (acosp — z, + a)eosgdg + z, | cosede | 
А в, 


计算 出 式 (7) 和 式 (8) 中 的 积分 ,并 利用 式 (6), 得 到 


— s 
maoa ` 
phe |28) (1-20) 0-0) 
方程 (9) 的 解 是 
a+ anla- a) = Er e 


° 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(0) 


(11) 


式 中 。 是 积分 常数 。 可 见 a 是 : ВА, ЭПКЕ а 那样 积 出 (10) 式 , 但 是 我 们 
注意 到 这 样 一 点 : 当 oR, aa, 且 有 ve/(2wo), 这 与 滞后 机 制 未 起 作用 时 的 精确 解 相 


一 致 。 
6-2 将 方程 (1) 的 数值 解 与 近似 结 困 (11) 作 了 比较 。 


"б 6.0 12.0 1&-0 260 30.0 36.0 


图 6-2 方 种 {1) 的 数值 解 与 近似 结果 (11) 的 比较 
计算 与 思考 


1, 当 一 个 简 谐 作用 力作 用 于 带 干 摩擦 的 系统 时 , 其 运动 方程 具有 如 下 形式 


m Z + hz = d + Fcosot + kzz’ 


Кх жю соз. 


(了 首先 把 此 方程 化 为 无 量 岗 形式 , 然后 对 于 接近 共振 的 o 值 ,用 平均 法 求 其 一 阶 近似 


(2) 讨 论 力 幅 对 响应 的 影响 。 画 出 共振 曲线 , 讨论 是 否 出 现 跳 跃 现象 。 
2. 试用 平均 法 求解 无阻 尼 自 治 系统 的 Duffing 方程 。 
X + r= er 
3. 用 平均 法 求 van der Pol 方程 的 一 阶 近似 解 。 
Z+e(z=2-1)z+ x0 
4. 设 振动 系统 由 下 述 方程 控制 ， 
r+ F(z)==fí(z)+ eEsinvt 

其 中 eri(z) 为 对 应 曲线 段 的 粘性 阻尼 力 , F(z ) 是 z 的 奇 函 数 , 表示 非 线性 恢复 力 与 位 移 的 
关系 


krt(lk К) ло холо 
kx- (k kz, -9 «xXx - то 
用 平均 法 求 一 次 近似 解 。 
S. 方程 工 + am 和 z+s(Hp2z 工 | 福 | - 2412) + ват? =0, ру, pzy>0 试 用 平均 法 求 一 阶 近似 
解 。 
6. 试用 平均 法 求 


K'x -arro 
F(z)= 


Z+ оёх = elll- z2)z + Feoswt] 


周期 为 全 的 一 阶 周 期 解 。 式 中 wo= v+ eA, A SAONE C 
7. ERJ F = (Ci — C;z2)=z 作用 在 质量 为 m 、 弹 性 系数 为 & 的 线性 系统 上 , 试用 平 
均 法 分 析 该 振动 系统 的 运动 情况 。 
8. 用 平均 法 分 析 Rayleigh 振荡 器 的 运动 情况 。 控 制 方程 为 
и + obu =е(и-—й°) 
9. 用 平均 法 分 析 带 粘性 阻尼 和 非 线性 个 复 力 的 正 阻尼 系统 
ё+2и8 + wising = 0 
10. 用 平均 法 分 析 š + edu + e (azi | š | — posgnz) = 0 的 运动 状况 , ро, p2>0， 
11. 用 平均 法 求 下 式 的 近似 解 


Xt+wdr+e(posgnr tanz}=0 pop1>0 
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7.1 HG AS k K Е 


渐 近 法 ,又 称 三 级 数 法 或 KBM 法 , 是 由 前 苏联 学 者 克 雷 洛 夫 、 包 哥 留 波 夫 和 米 特 罗 波 
烈 斯 基 提 出 的 0 中。 该 法 将 方程 的 解 及 振幅 和 相位 角 表 示 为 小 参数 < HRABAR, 然后 
用 分 离 变 基 法 求 出 这 些 徊 级 数 函 数 的 未 知 系数 。 

车 有 以 下 非 线性 微分 方程 式 


" кте = ir dz) (та) 
dzd 
бна) 
EXE 小 参数 。 
MR еј, Refy 可 以 写成 


аб = ЕРү+ kz, а= Fyt Mz 
RP k 和 M. 一 一 线性 平均 刚度 (或 等 效 刚 度 ) 和 线性 平均 质 且 (或 等 效 质量 ); 


2 2 
Fala, E) ru [d | dE iral EE SE 一 -的 为 非 线性 函数 ,出 由 于 在 
上 式 中 肥 非 线性 函数 中 取出 了 线性 平均 刚度 或 平均 质量 , 使 得 后 面 的 解析 近似 更 接近 于 实 


际 。 


若 方程 中 不 存在 非 线性 作用 力 , 即 =0, 该 方程 有 以 下 简 谐 解 А 
" ж = асозф (7-2) 


式 中 “振幅 a 为 常数 ,相位 角 y ЖЕЙН: НЕЙ, бё co d = ш, у= wot+ а 和 3 


可 由 初始 条 件 确 定 。 

车 系统 中 存在 非 线性 作用 力 , 即 e 60, 那么 

1. 振幅 a 将 随时 间 : 变化 ; 

2. 相位 角 p PERA е 的 线性 函数 ; 

3. 方程 的 解 中 含有 高 次 谐 波 成 分 , 有 时 还 含有 次 谐 波 。 

考虑 到 非 线性 作用 力 的 影响 ,我 们 假设 方程 的 解 有 以 下 形式 

х = асовф + eui(a d) жегиз (а, d) t 7 (7-3) 

式 中 的 a fü ф 是 时 间 : 的 周期 函数 , uila, p), uala, g) 8 є 的 宕 级 数 函 数 。 

我 们 可 以 做 如 下 的 假设 , 非 线性 系统 的 当量 阻尼 比 3。 ЖИ ЖЖ o, 可 表示 为 小 
SH e FARKE, АЛ 


Sla)= la) + e dala) * 


оа) = шу + evi(a) t elw(a)t.. 
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当 01, 82, а, w2 RE, ET RH а Myo а 和 满足 以 下 方程 中 


d. eB1(a) + e282(a) + e3---Ja 
wr ema) + ewa(a) + (7-4) 


现在 的 问题 是 如 何 确定 и, uz д, бэ, шп, w2…。 渐 近 法 的 适用 性 不 是 取决 于 以 上 两 
个 方程 的 收 敏 性 , 而 是 决定 于 当 e 一 0 时 方程 解 的 渐 近 性 , FUSE e 的 值 很 小 , 对 于 充分 长 的 时 
间 间 隔 , 以 上 两 个 表达 式 能 给 出 足够 精确 的 解 。 

如 何 确定 u1, и»? 由 于 uisus 中 不 含 一 次 谐 波 , 因此 ui wa 应 满足 下 式 


2x ax 
f ula, ф)соѕфар = 0 f u5 (a, ф)соѕфір = 0 (т-5) 


mm =0 ааба, pinga =0 
这 时 , 我 们 可 以 将 非 线性 作用 为 展 为 富 氏 级 数 , 代入 方程 式 (7-1)》, 消去 一 次 谐 波 项 , 便 
可 求 出 wi, и; BRER ui, wz 可 以 理解 为 不 含 基 波 的 高 频 振 荡 部 分 。 
方程 解 的 精确 度 是 由 求解 过 程 的 阶 次 决定 的 。 
一 次 近似 解 如 下 式 所 示 , 须 计算 出 93, ol, 即 
z=acosy 


de = (а)а 


而 改进 的 一 次 近似 解 , 须 再 计算 xi nti ESE, 42 仍 按 上 式 计算 , 即 
= =асозф + eula, yp) 
二 次 近似 解 须 计算 出 ba, oz, 而 z 按 上 式 计算 , 妈 
de - led la) + е28,(а)]а 


PEDE еа (а) + e2o (a) 


而 改进 的 二 次 近似 解 则 须 再 考虑 и, 即 
х= асоѕр+ eula, Ф) + е2из(а, 4) 


按照 以 上 方法 , 可 以 求 得 不 同 精度 要 求 的 非 线性 方程 的 解 。 


7.2 例 非 线性 弹性 力 与 阻尼 力 的 自治 系统 的 渐 近 法 


假设 有 以 下 非 线 性 方程 ,其 中 非 线 性 函数 中 含有 非 线 性 的 弹性 力 和 阻尼 力 
E estecer( n | | (7-6) 


O «хий, em ёс pL ERS = A (a) + Aa) 6 s E= wot Bila) +в ба) s 为 


了 使 物理 概念 更 为 清晰 , 本 书 将 ¿A (а) RRA eS (aa e As Ca) URS e?62(a)a, єВ.(а) ERA алба}, В.а) 
未 为 wla), 


. 94: Ж Ж, Н.Ж эз k T 6 Жу дтн &Җ 


上 式 中 从 非 线性 函数 中 提出 平均 刚度 或 等 效 刚 度 , 可 使 固有 频率 更 接近 于 实际 。 当 e =0, 
方程 有 以 下 简 谐 解 


т = асовф = a cos( eot + @) 


式 中 的 振幅 a 和 相位 角 ? 是 由 初始 条 件 决定 的 常数 。 当 天 0 时 ,它们 1 将 随时 间 : 而 变 
化 ,车 设 方程 解 的 形式 如 式 (7-3), M a Mo 可 由 下 式 表示 


Чү 7 Leia) + е202(а) + е?--- Ја 


зане aa(a) * 0-7 

现在 我 们 来 讨论 Palar alad eads aala wala, Panata ud 首先 求 出 
с лшн nemen - s. N 

Eai ЕЕЕ -sing te зд а кез Ae -) 

СЛЕ 6-8 e» 

由 上 式 可 求 出 

Fe ,Jee ee 
| «^ = (eð, + 618, + )Фа® =m etha? e (7-9) 
аё = (e te? да+ а oo tew t soy + e3) = ейүшоа + e? (draga + душа) 
[se^ =o tew + 65 ut )%= ul + e2wpw + c (ul +20 ороз) t£) 
将 上 式 代入 方程 的 左边 , REPE 
IMS Á(—— P 22 cuu] 


seff ES 0а) д 720v] cos) 
d А 
- 28; + 22,0 ду 80а Jasing 
22 2 а 
+ 200дца 3534 29901 зд t pr p * аа | (7-10) 
FENER Шс И 3k Бы 
є zi т, dz) =e" (асозф, — awosing) + [urf Goss. — awosing) 


+ | Blacosy — awising + wo EE = awosing) |+ e° 
{7-11) 


еф Eid É tk # HAA € dt t ok ' 95 · 


xb y, fü f, ЖЕК f 224235 z 和 速度 + 的 一 阶 导 数 。 


令 方程 两 边 。 的 同一 阶 的 系数 相等 , 可 得 以 下 方程 
2 

РЯ + - = fola, p) *20991asing + 2ш ца созф 

Bu (7-12) 
p Pra ua = fila, ó) +200дзаѕіпф + 2wow2a cosy 

式 中 уба, ф) = fCacosg, ~ awing) 
Fila, ф) = uf: Сасовф, — awosing) 
+ | Btacosg — awising + wo ТА ~ awosiny) 
+12 0 Sa), cosp + [зе + a dat Jiasing (7-13) 
u а? 

~ 28а эск 3j — 21 s 


由 方程 (7-12) 的 第 一 式 看 出 , 当 8, 和 o, 已 知 时, v, 可 以 由 该 式 求 出 。 首 先 我 们 将 非 
线性 函数 fola, ORAE RRRA uila, g) 表 示 为 与 此 相似 的 形式 


gi (a) + Хаант + А9 (Ca)sinng | 


fy (a. d) 
(7-14) 


аба р) = ol a) + S1 [oi Ca)eosng + wi (a)sina9] 


将 上 式 代入 方程 (7- 12) 的 第 一 式 ,可 得 


(а) + 5а _ я?)[ v9 (a )cosng + (а )sinng ] 


aci 


= gia) + [gf (a) + 2wgaw сор [A (a) 209812 ]sing 


* S [zt (a)eosng + Ва )sinag ] (7-15) 
= 
令 上 式 中 各 谐 波 项 的 系数 相等 , 可 得 
gÍ?) (a) + 2а =0 hf (a) -2o981270 


o 
spo 0 песа) ED. (7-16) 
AE (a) 
we (1-7 n?) 

因为 在 и, 中 无 一 次 谐 波 ,所 以 有 
z(a). L >. BIGIOE RENI 


wa) (m =2,3,.-) 


uila, p) = p š > 1-5 
再 由 式 (7-16), 得 
(а) 
(a) = 一 uu =- Pn flacos, ~ awsind)singdé 
Kre ) 
А (a) =- k. = "xj. f(acosy, — awsing)cosgd9 (7-17) 


96 - Ж AR š 38 35 a f ежи ужаси Ж 


由 式 (7-3),(7-7) 和 上 式 可 求 出 方程 的 第 一 近似 解 和 改进 的 第 一 近似 解 。 相 似 地 , 若 将 
式 (7-13) 的 非 线 性 函数 用 (a,y) 展 为 定 氏 级 数 , w2(a,y) 可 按 式 (7-12) 的 第 二 式 求 出 。 


fias 9) = в (a)+ н [e (a усовлё + А) (a )sinng ] 


DKON > [aP a)cosng+hP(a)sinnġ] (7-18) 
7 


uzla, ф)= 


M = 1-я 
2{0(а) + 20даоз=0  h(" (a) +2ә0бза=0 
因为 g(U Ca) А09 Ca) TAERE Н, 所 以 按照 上 式 中 的 第 三 式 可 求 出 ó, 和 
wa. 由 此 可 求 出 方程 的 第 二 近似 解 和 改进 的 第 二 近似 解 。 
18] 7.2.1] 有 如 下 式 所 示 的 非 线 性 微分 方程 式 
Ф= а 


M ate Ae * M f sinr=0 
35 > 的 值 很 小 时 , 上 式 可 写 为 
d d 3 
мз сйм. 2) ау 
按照 式 (7-1) 
2 
"naL esla, 3) 
== 
dix). сбх, 
БЕ 22) маб 
方程 的 第 一 近似 解 为 
x = асовф 
da 1 


_[`є/(асовд, 一 awsing)singdy 


Zro 
2 


90 = eo + ew, = op 一 1 RA sf (асоѕф, — аозіпф)соѕфаф = EE -$l 


2тав 


z 


dla) = ET 
Xt :=0 时 а 的 初始 值 为 ao, 则 由 上 式 中 的 第 一 式 可 求 出 
a= ще t 
按 第 二 式 可 求 出 
РКЕ T 


式 中 8 一 相位 角 的 初始 值 。 
将 求 得 的 振幅 和 相位 代入 位 移 公式 ,得 


а ауе?" "E xe eo n] + в} 
由 上 式 看 出 ,本 例 中 的 振动 是 衰减 的 。 且 频率 是 振幅 的 函数 , 随 着 振幅 减 小 ,频率 将 增加 。 


Ett Жа K hk Ө ежи в 


7.3 含 非 线 性 惯性 力 的 自治 条 统 的 渐 近 法 


若 有 以 下 非 线性 微分 方程 式 
MER ass ne [F E848] + к, ‚бе |] 
[е А ШП e 
RP Ма, 
ful ac s mA dr) — ieta 


hn EEREN ARNE, 


车 方程 中 不 存在 非 线性 作用 力 , 即 。=0, 该 方程 有 以 下 简 谐 解 
= = асозф 
考虑 到 非 线性 作用 力 的 影响 , 我 们 假设 方程 的 解 有 以 下 形式 


х = асоѕр + euy(a, d) +e ula, p) * 


‚өт. 


(7-19) 


(7-20) 


我 们 可 先 假设 非 线性 系统 的 当量 质量 М, эн БЕШ Ж с, 和 当量 刚度 上 可 表示 为 小 


参数 e ЖИККЕ ЖКП 
M,= Mo+ e Ma eM 
e7enutelet 
=й Кє йү tet 

由 此 可 求 出 当量 阻尼 比 8, УЕА w, Вр 


C, ecte? ezt 
72M, ерм M, -) 


6, = е8 6785 + - 


c & M, 
рев e race an) 
сї cz Му 
EX ài 62= ó (Ag; - AM1) А= 2 AMEN 
2 = k tek e? Rt stefi se[$ H) a Ti Mz ki Mi 
9*7 Моем, +е2М.+ Mo ko Mo ko Мо ko Mo 


= (ag ван 6302 +) = wi + Zeug + e^ lw? + 20002) + * 


TRE! 
A == м) 

1 [k_M 
ао) а AMI) 

-1, "IE М: Мм _1 [а-э] " 
9:7 2'9|| ko Mo АМ! 4lko Mo 

1 1 

-tafar Ам, ~ Ak AMi - (А6 ам] 


о, 按 二 项 式 展开 ,并 咯 去 e? 阶 以 上 各 项 后 有 


将 当量 固有 频率 


I 


(7-21) 


‚ов. EHE ed UAE ELT HR 


1 
_|%\? 1 ьм at- М» -им) цы м. u 
«n bes p Mj E 2 [8 Mo koMol Alko Mo |+ 
从 而 
da... - - a Mi 2. 
bass cha cea | M an 
dé- wo + ew + є?ш + 
将 土 式 代 入 方程 (7-19) 的 左边 ,可 求 得 
dr 2 
A 2. wir- ‹[- 2wod1asing — 20џаюусозф + «d p * «ba | 
+є JE ‚Жш. -2ow)) авф ~ (222226 + dya без asing 
Pu д? Bu 
+2шодуа 3236 + Duc ad y AEE 4 kat = (7-23) 
355801 - 19 Bf Т ЖЭ ЛӘК ЖЕЕ ДЕНЕ R, 并 可 按 富 氏 级 数 展开 


Ф " . 
є' “fal a 坚 | = ем — ашдсовф, ~ awosing) te[ ли Cr alos + e чл, — ашузгцф + e шү) 


- fu Cr aobeosg, 7 awosing)] + e 
є Al >, dz) =e: fi (аоњр, — awosing) + e*[, (асовф + us, ~ awosing + eu) 
- f, (acosg, — awasing) ] (7-24) 
47r SW ib El — Erb # ШЕ, 可 得 以 下 方程 


а? 
К apt “| 7s + f, (a, ф)1+ 20d asing +2wowtacosy 
КР =L Uu (а, 9) * f, Са, 401 * 208,4 sing +2wowzacosý 
0 аф? 2 Mo M, 了 k, , 002 10922 


(7-25) 
式 中 
fu (a, ф) = f. — аш?совф, — awsing) = fu, 
Аба, ф)= f. Cacosy, — аюовіпф) = А, 


fu (o 9) = [ña т абор + ed, ~ awosing + € &1) Tu 7 ашфоовф, — augsing) ] 


== (fu, 7 fu.) (7-26) 
A (ag) = [баео + єн, ~ awosing + e йу) — fs Сасовф, = awosing) ] 
Te, - A) 


由 方程 (7- 12) 的 第 一 式 看 出 , 当 0, fü o, 已 知 时 , xi 可 以 由 该 式 求 出 。 首 先 我 们 将 非 
线性 函数 (а, y) 展 为 富 氏 级 数 并 将 u (a, y) 表 示 为 相似 的 形式 , 即 


ЖЖ 4 b A 4 $ A еа :99 - 


FQ аба, 9) = EGO + У (a)eosng + h) (a)sinng] 
fe) ыба, 9) = g(a) + P) aC (а)созпф + А09 Casing] — (7-27) 


usata, p) = oa) + Dv Ca)eosag + ш? (a)sinng] 
А 
式 中 之 富 氏 系数 可 按 下 式 求 得 
B 2x 
во = э, Уба, Way 


ai 
En = 1, Fla, ф)соѕтріф (7-28) 


hn = а, m 
将 上 式 代入 方程 (7-25), 可 得 
ө Ca) + > oa(1- nO) ъ\° Ca )eosng + ze) (a )sinng ] 
КЕЙ 


= Ка) + 2 0а) + 6064) + 2Мшаш,„,]оозф 


+ {аһ (a) + hË Ca) + 2Mo,8.12 sinp 
+ M GO + я) comp + CA (а) + aX) sinng])} G 26D (7-29) 


令 上 式 中 相同 谐 波 项 的 系数 相等 可 得 
ginala) + ЕШ (а) +2Mowgaw, =0 hip (a) t hi t 2Moda = 0 


(9 @ о) e 
wr ya EM a) + gjo (а) G), уш EM (a )+ gi (a) 
vo (a)= Maa? v, (a)= Mal(1- n2) (1-30) 
o m 
00а) Щн). Pas (а) (n22,8,) — (29,1) 


Mowal- n?) 
因为 在 up xz 中 无 一 次 谐 波 ,所 以 有 


ulag) = 

> [Cei + ai (a2) cosng + (А0 (a) + һї?(а)) sinng] 
Муд 4 1-5 r 

_ Afla) +h (a) _ 1 
mlada == s 77 Moos, 
(E) w M 

) + gy (a) 2r 

omla) =- ERO =- rais], Pn e) + fias] cosi 

(7-31) 


[rta #) + ба) зора 


[5] 2x 
М.а = ЕМЕ = ла, фосфар 


2а2а 2кәба 


* 100 ` Tk k, 45 48. ne ibo б EE РЕЯ a sk Ж 


8, 
ka Á = ER лба, розра 
AQ + aC? 
taea = МЕЕ лаба.) + Са. ssingdyg] G = 0. 


由 上 式 可 求 出 方程 的 一 次 近似 解 和 改进 的 一 次 近似 解 以 及 二 次 近似 解 和 改进 的 二 次 近 
似 解 。 


7.4 ” 含 非 线性 弹性 力 和 阻尼 力 的 非 自治 系统 的 渐 近 法 


非 自治 非 线性 系统 的 微分 方程 式 可 表示 为 


Ф. d 
POL LS Ze ge) 


式 中 


1 


小 参数 。 

Дъ, x, SE) 是 周期 为 2r 的 非 线性 通 数 ,因而 可 以 展 为 富民 级 数 。 它 包含 频率 为 n+ 
тоо 形式 为 sin( nv + moo) t 和 cos(nv + mwo)t( 其 中 二 和 mm 为 正 整 数 ) 的 各 次 谐 波 , 当 这 
些 组 合 频 率 中 的 任意 一 个 频率 与 固 省 频率 接近 相等 时 ,将 会 引起 振幅 很 大 的 振动 , 即 出 现 所 
LES 

当 满 足以 下 条 件 时 ,将 出 现 组 合共 振 


ny + ma^ og, у а (7-32) 


式 中 的 p Mg 为 互 质 的 整数 。 

当 nv + mg 天 oo EL| (nv + mwo) w ERKE, HERRA. 
此 在 周期 干扰 力作 用 下 ,可 以 出 现 共振 与 非 共 振 情 况 。. 而 共振 情况 有 以 下 几 种 : 
1.p7g71, Bl wo=v 时 ,这 种 情况 称 为 主 共 振 。 


2. 71,8 ves pas, 或 won ЕГ, ВЫВЕЗ и 大 于 困 有 频率 wo 这 种 共振 称 为 次 


谐 波 共振 或 亚 谐 共振 ; | 
З.р=1,Ш шуге» 时 ,强迫 振动 频率 ， 小 于 固有 频率 wo, 这 种 共振 称 为 超 谐 共振 ; 


4. peque, Bi væ POL 时 ,这 种 共振 称 为 分 数 共振 。 
| 下 面 首先 讨论 非 共 撤 情 况 。 


7.4.1 非 共振 情况 
属于 非 共 振 情况 的 条 件 是 


nv + maao0 天 mg (7-33) 
wana ROAD чжи ну RERA. 
由 于 非 线性 作用 力 /| ы, т, D tp ERIR AREL NERENN ЕСИНЕ, 所 


以 方程 的 解 具 有 以 下 形式 
ж = асозф + sui(a, p vt) t e ug(a, фм) n (7-34) 


еф 3 6 b R h 3 йе 101 


RPH ula, р.м), иба, р.м) а, 相位 角 y ТЕ v 的 函数 , 振 旺 a 和 相位 
Ay HRA: 的 导数 不 是 常数 ,可 由 以 下 方程 式 求 出 


da =[s8, (a)+e28,(a)+ c? Ja 


dt (7-35) 


d =e ew la) + 20 (а) + 


现在 进一步 求 以 下 凡 个 未 知 函 数 a (a), d la) wla), wla), uila, o и), uzla, dis 
好 )。 原 方程 的 左边 可 表示 为 


dr 23u Pu, Pu 2 
412 Е Zand asing — 2ауашүсовф + wa F э? 1 200 51 8jat +Z tea 


+ ài Kia) E» 1-2) aos- (20082 +201 + à P m" 


Bur шу 1X; Fuz Puz 2 
+ 26да Jaag 5 2®о® әр? + 06 эү? MC +20 392: + wouz 
ди, 22. ] 
*2 EPET +2 БЫ P (7-36) 


TARHAN 383 988 ЛЕ ЭР, 利用 式 (7-8) 和 式 (7-1) 可 求 得 
ejl wt. z, $2) =e" f(ut, асозф, — awosing) + els (vt, acosd, — awosing) 


аш а 
+| буасовф ~ awising + wo En E 


X f, (wt, асозф, - awosing) | eMe (7-37) 


RE у, RL ВА КРУ z 和 速度 z 的 一 阶 导 数 。 
令 方程 两 边 同一 阶 的 系数 相等 ,可 得 以 下 方程 


u Pu, Fu 
2 Hl 1 1 2 = : 
wp эү? +2wo 259: + 38 + agui = fy (st a, d) +20одіаѕіпф + 2aogd cosg 
Buz pu P дш, . 
PEE zi +2w0 Suat + a + аи fit a, ф) + 2шудуавїпф + 2awow2cosy 
m ‚ (7-58) 
式 中 
folt a, ф) = би, асовф, — awosing) 
fita. d) = uif, (vt, асовф, — awosinp) 
а а 
+ (Biacosp — asnsing + wo эр (Pme (ut, асозф, — awosing) 
(ёза) de, |. 
* ( 9-0 eacop + [22 o, +81929 asing 
2 2: 2 2 
ul Wl ur 
一 2woB1a Ja XD —2ago1 ay! 723:2,^72 эраг“ 
(7-39) 


AG, ESP EE ç g fll v 且 其 周期 为 2 的 周期 函数 , 它 和 振幅 < 有 关 。 现 将 fo 


(а, p, wt) 展 为 指数 形式 的 富 氏 级 数 
Габа, d) = D Dfi (aye "С" (7-40) 


` 102. JE HH Ho ab Ө И Ze k Z. LA k A 


式 中 


у®(а) = ЫЙ ЛӨ, асокр, — awysing)e "9" agdp, 0 = ш (7-41) 
按照 三 角 函 数 形式 展开 的 富 氏 级 数 为 
DOMMAGE x Po + m) + f) usin(nó + mg)] — (7-42) 


式 中 


2n pla 
£9, = ласа, ,0)eos(ng + эр)дддф 


Fas = PA P Jala, ф, дун лё + тр)авар (7-43) 


xia 区 ,只 ) 可 表示 为 与 展开 式 (7-40? 相 似 的 形式 
mlapa) = X УУ aet 


= D X Da (a)eos(m + mg) + Fun aC a)sin(me + mg) ] 


И (7-44) 
将 fola, Ф, н) ы (а, di vt) 代入 方程 (7-38) 第 一 式 , TRE 
E Diot- Ow + ma ЈА Get 
= Zawowicosy + 2008:аѕіпф + > MEG ye rmn (7-45) 
TE wui(a, 风 ,vt) 的 方程 中 不 存在 一 次 谐 波 , El sing 和 cos 的 系数 为 零 ,所 以 有 
2awowicosg + 2wodLasing =- > > FO (a )e mme (7-46) 
RYE +01 
在 上 述 条 件 下 , 由 式 (7-45) 可 求 得 
+ = fim (a) 2 2_ 112 
Е = IT mas" nt (m2— 10 (7-47) 
由 式 (7-46). 可 求 出 
(a) = тй i. in fola, ó, 8)sinpdédg 
(7-48) 


eG = Lx E PE s g, б®еомгда 
将 式 (7- 和 1) 和 求 得 的 7, Co RO ALCT- A4), ERUN TERR 
(ликт) 
weder EX т 


20-000] 
“ме d. 8e Uma 
cos(nO + m 
= rz [ex 


wg- (nv + теу)? 


wi (nv + тод)? 


I MEE neo] 


x N f Soka, d, 0)cos( nd + my}dody 


tE * ú K 9 $ tt СИД + 103 ， 


+ Bn + mg) х s (a, pr DsinC nó + mg)agdg] 


w? (nv maY 


(7-49) 
用 相似 的 方法 可 以 求 出 
d AM, | 
ala) = - (зал +a Ehu Ja - rom f [я (0, асозф, — aussind) ui 


а 
+ Л (0, асыр, — awosing) х | дуа cos) — awising + «n 22 +v Zu) Im 


ea) = z} a + a| d] 
2x (2x| ñ ñ 
_ sd. f FA (8, acos, — awosing) ui + fi (9, acosp, — awosing) 
x [алас — awising + wo o +» E ) ]еоседөду (7-50) 
由 此 我 们 可 求 出 
1 Ке 
абам) mui У) Rr ma” 
Га) 
Ju | а, d. e IP odg (7-51) 
EIR FORSE ROS DURER 
$7o(a)t*8 a, D= const (7-52) 


振动 位 移 = 包含 三 个 部 分 :由 国有 频率 w(a) 引 起 的 振动 ,由 频率 zy(==1,2,…) 引 起 
的 强迫 振动 和 由 组 合 频率 nv + moo(n,m - 1,2, 2 8 E B8 Ч), FUE GB Fo 
Æ "接近 于 组 合 频率 zx + mwla, m=1,2,…), 即 出 现 组 合共 振 时 ,组合 振 动 才 会 有 较 大 
的 振幅 ,通常 情况 下 , 组合 振 动 的 振幅 很 小 。 

由 于 阻尼 的 存在 , 当 自 由 振动 衰减 为 零 , 即 a=0 时 ,方程 的 解 成 为 


A,cosn0 + B,sinz0 
z=e > kaw. n (7-53) 
式 中 
1 2x 
A, = if fo 8. 0, 0) cosnó d 
- (7-54) 
В, = B fo 9, 0, 0)sinnódO 
7.4.2. 共振 情况 


所 谓 共振 ,是 指 频率 如 (P, q 是 两 个 互 质 的 正 整数 ) 接 近 于 固有 频率 wo 时 的 振动 。 我 
们 利用 符号 eA 表示 两 个 频率 之 差 , 即 
= (2) +ea (7-55) 


所 以 有 


* 104 ， жини э зз Бф © Жуз д от & Ж 


25 [Ao re e] а] (so 
可 设 方程 的 解 
ж = acosó+ surla, dvi) +e uzla, d, vt) t (7-57) 
取 
9-47 Bu (7-58) 


RPH ulag, vt) uala, EA а, MLA р 及 激 振 频率 , 的 函数 , 振幅 a 和 相位 
角 少 对 时 间 * 的 导数 不 是 常数 , 可 由 以 下 方程 式 求 出 
da of edla, 2) +е28,(а.9) +e ]a 


(7-59) 
ЧӨ оова, 9) teula, 9) + eh 
因为 ЕД ЕЧЕШЕ 
zac a +9) teuil arm, ы + e] tema, и, 2и + 引 +… (7-60) 
式 中 За =[еёбү(а,®) + є?д(а,д) е Ја 
99... i (a, д) еза, 8) + e? (7-61) 
现在 我 们 来 求 几 个 未 知 函 数 。 将 方程 的 左边 表示 为 
2 
"E kupaku lae] 
465. a(8. 
effa saa, um OL - ud -2 se, acos 
dw д . 
- n +à, Ga ton es asing 
а? 2 
бн, (2) =? Sma +2 tto | e (7-62) 


方程 的 右 端 可 按 泰 勒 级 数 展开 , 利用 式 (7-8) 和 式 (7-1) 可 求 得 
ZF м, 2.92) -м) =є[—Аасзф+ fil vt, a cosg, — a Zving] | 
[алар -a Busing) 


| E 
ёуасозф — awising + ?u) 
x gel vt,acosj, — a эзш) -Au |+ БЕ 
(7-63) 
x pU у 是 函数 关于 位 移 x 和 速度 z 的 一 阶 导 数 。 
令 方程 两 边 同 一 阶 的 系数 相等 ,可 得 以 下 方程 


Ed 2 
P (>) uo folar м, ф +2 Darasing +2 Dacia cond ~ Aa cosi 


#++ * í A ñ $ t. ени 105- 


Pu 2 ә 
$5] u= fila, t, p) t [2 area 500,5 За +2810 азн 
(8а) (8а) 
+ (22,2018), 17 PET w + ell асозф (7-64) 


式 中 
feta, w, (ассо, -a Возр) 


P. 


fia, ns p= f Zing] 


vw,acosp,-a 


+Í 8асозф - awising + у "| acm, — a 2ysing) 
2, Pu, 
-281a 925-291 5591 Au (7-65) 
出 方程 (7-64) 的 第 一 式 看 出 , 0 б, 和 wi 可 以 消去 , u 便 可 以 由 该 式 求 出 。 先 设 
nmm +40) DP e (ын (но) 


[ains ә} = E Xov nempe 0-69 


式 中 


Lla) = af ferto. asg, - awosing)e "P ddp, 0 = w (1-67) 
将 Дуба, ф, vt) 和 wi(a,y,w) 代 入 方程 (7-64) 第 一 式 , 可 求 得 


zl) [w+ tm) 
= 2a Pricos 2 Bus ә) +2 Pybyasio| Pus * e] 


+ бэрэ е Je (mn? buro) ) — Aacos 2. + 引 (7-68) 
在 上 述 条 件 下 ,由 式 (7- 68) 可 求 得 
EC) 
uP lajs M ngt(mtl)p0 (7-69) 
DENM rw 
q q 


而 uila, p, t) TI Fri 
' ua ye =” Т?П 


ufa, Pa + à] = >> ” PRU (7-70) 
, [TET] | q Я - {т +m a 2 
ui (а, ф, WIA ERREFE KE, Б sing 和 cosy 的 系数 为 零 ,所 以 有 
(2а Pws - да| Zar + 9] + 2 brasin "E ә) 
-- 3X lael О] a-n) 


ТУУ 


式 中 


orm] eer mra] o Url [s (дев) senso 
e Я =e ; 


‚106. JH Hot GRO OX IHR 


= [os 2w 9] + вп Pu +o) n7 (7-72) 
由 式 (7-71), 可 求 出 


ila, 8) = 125 e са, d. 9)е7 праба 


LA ET 2n 2x mr 
“(а = 2 EpL (МА Са» d. 8с)" совфаваф (7-73) 


5 = $7 2р, до = m 21) 
我 们 可 以 把 式 (7-61) 表 示 为 


da za "PII ma 
d = 75 Је i |, ба, p, 0)e 2” singdOdy 


"2x 2х y 
g = wiv- = em f folas d, 0)e 7 созф4@4ф (7-74) 
[” = a- fe] 
用 相似 的 方法 可 以 求 出 


52 


(а) = 一 DAL г, 84 | 


as >r А 
тИ! oL (8, acosp, ~ augsing)u; 
+ J; (9, асовф, 一 awgsin) 


ди, 
x {araco — awising + wo od -» E ) "вагар 


1 (8. 
ala) = (о + a, 2] 


2» (2x| 
- =k IN [s = awosing) ut 
+ f; (t, асозф, — ашузїпф) 
x[s эм, „Фи $4) ded (7-75) 
Lacos ~ awising + wo ө + v gg) Joosydody - 
由 此 可 求 出 


ND 


изба,ф, м) = >> 


A" PN. жо] 


=} — (mv + тоу)? 
2x rêr 
x fU TAa p Өде Paap (7-76) 
7.5 含 非 线性 惯性 力 的 非 自治 条 统 的 渐 近 法 
着 有 以 下 非 线性 微分 方程 式 


EE TT ful s EF, SEa] (7-77) 
式 中 所 有 符号 与 以 前 相同 。 


Att Fh Kkiki 4 k ‚107. 


下 面 分 非 共 振 与 共振 两 种 情况 进行 讨论 。 


7.5.1 非 共振 情况 
非 共 振 情 况 满 足以 下 条 件 
nu + mag% wg (7-78) 
假设 方程 的 解 有 以 下 形式 
т = асозф + eui(ut,a, ф) + e^ us(vt a. d) + (7-79) 
式 中 的 a 和 y ER HAMER, ule, a, p), избы, a, g), =, 为 ЭЖЕЕ. 
设 
За -Ceda +е?8;1а = — [едда — e^ Ba (Aca 7 AM2)1a + == 
dt ewa teua t = 
"IE 
= |) v= Flaki- AM) 


w= (ав АМ, ААМ) -于 Can - АМУ)? ] 


AB =M. Аё. = Ac = 22 
k М. k M. 
En -M =Ë =M А 
Ар АМ. м, АБ aa AM; Mo g 80) 
将 上 式 代 入 方程 的 左边 可 求 得 
m ац Pu ә 
I —— P ay m agat UA * ob] 
* E 8i aa ~at- зоа) osp- p +25 + д do, asing 
а? Su а? а? 
+28 5 Эр +2000 ag +% э эт +20 ТЛ + офиз 
Pu, Pu 
IT " - 
#2 she 255m ]* (1-81) 
方程 的 右 端 可 表示 为 小 参数 敌 级 数 的 形式 ,并 可 按 定 氏 级 数 展 开 


efy 0,4.) ze fom(0, ~ аодоњф, — аюозіпф, acosd) 


+e2[ ñA (0, — аефсовф € ii, — awosing, аоов®ф) 


— fso( 0, — аадар, — awosing, acosp) ] + =- 


令 方程 两 边 同 一 阶 的 系数 相等 ,可 得 以 下 方程 


2 1 А 
Am още Гле, а, 9) +2шодуавф +2шоеуасовф | 


age 200 jag, a а Ла, 0) + 2woðzasing + 2шроуассвр ] 
HEP (7-82) 


' 108 * IER E Rab P LR ELS 


Лаба» 0) = Љо aogasg, 
Лаба) = e [fu Cm аефсовф + e у, ~ ашуяиыф + eui асовф + ид) 
— fyl — аайсовф, — awosing, a cosp) | = el fur 7 Ља) (7-83) 
由 方程 (7-82) 的 第 一 式 看 出 , 当 д, 和 wi 已 知 时 , u 可 以 由 该 式 求 出 。 首 先 我 们 将 非 线 
性 函数 FCD, a, 风 ) 民 为 富 氏 级 数 并 将 и1(0, а, p), uw2(0,6a, 风 ) 也 表示 为 相似 的 形式 , 即 
FOA, a, p = 


- ашузпф»„асозф) = fyo 


5 Уаде mó + пв) + kË ( a )sin( my + 0) | 


FPU, ap) = X Dle aes + пв) + hO (ађан (нр + 20) ] 


(7-84) 
и1(#,а,ф) = > x 9 (a )cos( m 20) + wo (а )sin( mj + 20] 


ux(0,2, d) = > IE (D Co) cos( my + n8) + wd Ca )sin mj + n0) ] 
Sr ии КА. 


в = 55 | LK 6, a, dcos m iB) dde 
h, 


nm = 


1 fip (7-85) 
2 JJ. C8, а, ó)sin( mj  n8)ddd8 
将 上 式 代 入 方程 (7- 82) 的 第 -一 式 ,可 得 


Y XS — (meo + m ]| uC (a)ebs(m + яё) + wP Ca )sin( may + 20)] 
a, o2 + Zooan Јевр + [AM Ca) + Zona] 
* 5 S [2 Ca eos my + ob)dydg + h 2 Ca sn mp + n0)d940]] 

би 


(7-86) 
令 上 式 中 间 一 阶 的 系数 相等 , 可 得 
gP (2) +2Mowoaw =0 ha) +2Mowod1a = 0 


v9 (a) =- E] NONE һа) 
Molo- (то + ny] ^ Molon — (mw + nv?) 
(я =2,3,+) (7-87) 
因为 在 и, 中 无 一 次 谐 波 ,所 以 有 | 
_ 1 
аба) = штп], 
x M Га ајот + n) + hla)sin(mg + 20)] 
I ne 190] 
NEC EE 
(a) = 一 prr = por (6, а, Ф)віпфабаф 
(0) 
_ gL ба) 
ola) = ~ Br = ree i^ nop (7-88) 
(0) 
kho o 8. 


++ жазайн аен ж * 109 + 


QA i үш | 
а= = d. n Lfa(8, a, p) ]singd0d9 


由 上 式 可 求 出 方程 的 第 一 阶 近似 解 和 改进 的 第 一 阶 近似 解 。 用 相似 的 方法 , 可 求 出 方程 
的 第 二 阶 近 似 解 和 改进 的 第 二 阶 近似 解 。 


7.5.2 ”共振 情况 


qk 


共振 情况 ， BOR T р, q EPI PR SAEC Bo THARE wo 时 的 振动 。 我 们 利 
用 符号 cA 表示 两 个 频率 之 差 , 即 


(2, ед (7-89) 
于 是 有 
dx 2 1 dr ах 
es [2] PER acie SE Ea) -ar] (7-90) 


因为 ф= ы + 8, Шан Ж ГЫ 


а ао 24 +9) С 引 А ам, ы ә) += (7-91) 
式 中 
Ча Гайба, 8) + eðla, д) + е2---Ја (0-92) 
З co (2,0) + oa 9) es 
可 得 以 下 方程 
ә? 2 
+ [25] абаа, +2 буаз +2 Zes -aaooey (7-93) 
а? 2 ә, ә, 
mt (5) == урла, и, 0) + (22ta eag, + P4. | asing 
+{2 25, - ey, FOI, „| шаяр (7-94) 
式 中 
2 
Atar, 9) fal 9. - 2) сф, -a прак) 
2 
Skant p= fal 0, -af 5) cosg ia, ca 2узар + ii асе +n) 
-fal ð, -a HE -a Busing, acd] (7-95) 
B ó, 和 а, 可 以 从 式 中 消去 , и, 便 可 以 由 该 式 求 出 。 先 设 
ppm + e] Dl 
T ” (7-96) 


sace Boro] = E ишш, "Т"? 
式 中 


10. Ж Җ, ж эз f 65 58 Л» Sk 2 тиа 


fa) = ы], JL FU, ateos — awsing, acosp)e "авар 


在 上 述 条 件 下 , 由 式 (7-93) 可 求 得 
0) 
ма) nq + (m *1)р5®0 
рУ 
q q 
而 ula, p, ww) 可 按 下 式 计算 
0) [meme] 
„(ан азо) Уру) Sa 
И ыа | B) - [m m 2) 
nq *msi)ps 0] \ q q 
ui(a, 业 ,wi) 的 方程 中 不 存在 一 次 谐 波 , 即 sing 和 cosy 的 系数 为 零 ,所 以 有 
(2a Pwi- да| оо Фу 十 ә) + 2 уан Фи +) 
9 9 9 9 
- DE Maelon 


CETTE 


由 式 (7-93) 可 求 出 


_ '2x 2х y 
alad) = Lu evi |, fala, ф, 80679 singdedy 


wla, 9) = 25- ids 228 em EN fala, dis 9)e "” орава 


yb 
{> =ф 29] 
我 们 可 以 把 式 (7-55) 表 示 为 


da | -a o [^ (7 PS 
dr ` даур <: Š |, |у ба, p, 0)e ™ singdody 


do р eo farf2s "T 
de = n >” Жаы > e |, f. foala, p, 0)e 7" совфабаф 
(9 = w- 2o) 


用 相似 的 方法 可 以 求 出 方程 的 第 二 次 近似 解 。 


7.6 简 谐 力 作用 下 的 非 线性 系统 的 渐 近 法 


(7-97) 


(7-98) 


(7-99) 


(7-100) 


(7-101) 


(7-102) 


在 工程 中 我 们 可 以 找到 许多 具有 简 谐 干扰 力作 用 的 非 线性 系统 。 这 种 系统 的 运动 微分 方 


程式 可 表示 为 
zl dz, 
much Em dr $51) ein 
为 加 速 对 实际 工 况 的 通 近 , 非 线性 函数 可 以 视 为 等 效 线性 作用 力 与 附加 非 线 性 作用 力 之 
和 , 即 
аг, | dz dr. 
efa, E) - ес, 7 m PODES 


式 中 RJ— ЖЕП, 6, 一 一 等 效 阻力 系数 , 可 按 第 三 章 中 的 方法 计算 ; 


кеф Fh A f + $ @ юни ok бш. 


e 一 一 小 参数 ; 
Aap E) — mcn 
因而 上 式 可 表示 为 
£ dz 
m PEE ark | = rn] + eFosinw (7-103) 
式 中 大 = 天 十 起 


下 面 我 们 来 求 方程 的 非 共 振 解 和 共振 解 。 
7.6.1. 方程 的 非 共 振 解 
对 以 上 方程 进行 以 下 变换 
x= + Азы — a) 
代入 方程 (7- 103), 得 
ту + kz = ef[z + Asin(w — a), z + Avoos(vt — a] — cz 
+ s[ Fosinyt — (k, — m? ) AsinG — a) — cyAcoelrt — а)] 
设 方程 的 解 为 
= = acos( oz + 8) = acosd 


de _ lf" . 
由 二 -人 (ea)a = тё ], Sala, p, @)ыпфара@ 


dj _ _ _ 1 '2x 2x 


IP 8=w,wo= IP 


Jola, p, 0) = f(acosd, — awosing, vt) 
而 改进 的 一 次 近似 解 为 


х = асовф + єи (а, 9, 0) 
1 (= 
‚ф.@) = 
iC 0) = pa zx a — (n0 + moy. 
Uf eG 1 e] 


2rr2r А 
x |А А ба, p De P адаф 
由 于 阻尼 的 存在 , 自由 振动 将 衰减 为 零 , 即 x 一 0。 实 际 上 ,对 工作 有 意义 的 是 方程 的 强迫 
振动 解 , 即 振幅 和 相位 差 角 为 


7.6.0. 主 共 振 情况 
将 方程 (7- 103) 重 新 写成 如 下 的 形式 
MX+hr=ef(r, x) * cEsinyt 


的 形式 。 
若 系统 在 主 共振 情况 了 (= 4= 1 振动 , 则 第 一 近似 解 为 


2112-7 Jk HIE ж я яя р MEER k ALAE 5 A 


= == acos( vt + 9) = auso (7-104) 
式 中 的 a 和 5 可 由 下 式 求 出 
d o Sla, Dat 


d (7-105) 
9 ewlad) + 
*»Ts ; PR £ 
ATRE дуба, д), олбо, 9), 可 先导 出 下 列 丙 式 | 全 6= wwo= [Ë | 
de = dt (0+0) — аап(д + 00990040) 
= єйүасоз( @ + 9) — augsin( @ + 9) — exv,sin( 0+ 9) 
g 
Si [G9 C aga, eo * 9) -awos + 9) 
-e[Go B + 2, Jasinta + o) (7-106) 
将 以 上 方程 代入 方程 (7- 103) 的 左边 , 可 得 
2 
MÉS aem [Go 0) 008 ous, |e 0+ 9) 
caasa ! 2ed ]азиц#+ д) (7-107) 
энни каи, ЛЕН 
dz 
1.08.9) а) Z ES Kans — ovsinp)ecegay 


+ «аё к ээ flacosg, — awosing)singdy 
+є$){/?Р(аўовл(@ + д)  fCsinn(6 + 9)) 


P 


+ eE[cosósin(9 + д) — sinScos( + 9)] (7-108) 
式 中 
2 
AP = fa, Wongdy 
f = 1 ras ооду (7-109) 
令 方程 两 边 一 次 谐 波 的 系数 相等 ,可 得 


di 
M[ со, 9) Gn HOD Esino 


M[ C0 >) 9 т ааа] -.-i[* ба, ф)совфйф — Еозд — (7-110) 
设 以 上 方程 的 解 有 以 下 形式 
2x 
ба =- эшм, Foala, 的 singay + ci Ёс) 


1 2х E. 
(o x INDIES (7-111) 


由 上 式 得 io 


Жеф fh +A AL A ейи 


113. 


代入 式 (7-110), 得 


аб C atv “Шш +») 


最 后 可 求 得 


1 27 - E 
804,9) ez (a, gangdy — со T7? 


era, 8) = 7 Exo, iul. fola, p)ospdy ШЕ. 


采用 以 下 符号 


гок 
òla) = namh, flacosg, — awosing)singdy 


27 
оба) = у- зм, Facog, — awosing )oosgdy 


由 此 得 
-8,(а)а- MG, €») E je 


eg E 


Te(a)- "GET. 


(7-112) 


' (7-113) 


(7-114) 


(7-115) 


(7-116) 


由 于 єн, й є } [ /oosn (8 + 9) + fsinn (8 + 0)] 所 激发 的 , 故 其 表示 式 为 
= 


sa(a,0,0 + 9) = —; 
ла} S 


2a 2л 
xj Jola, Ф)ооефӣф + sin(0 + Df Аа, Dsnngdyg]| 
0 D 0 N 


改进 的 一 次 近似 解 为 
х2 acos(0 9)  eu,(a,0,0 + 0) 


EPH a m 2 可 按 式 (7-116) 计 算 。 


17.6.1] 某 一 在 简谱 力作 用 下 硬 式 非 线性 振动 系统 ， 其 运动 微分 方程 式 为 


RE е = Esinut 
引入 以 下 符号 x)= ЕЕ [= Ani. 方程 可 写 为 
"os E 
若 阻尼 很 小 ,8, Ep zj 部 很 小 , ЧЕВЕР ЗТ" 
СЄ AR -23 4- z, Æ=E; 


PEAS, ESE З antis 


П 


‚ (7-117) 


(7-118) 


` 114- Tk #&, 4 6 S$ st & + 6 35 f Јалтада 


т= aes(w + 5) 


d Try 
dB. 2,3242, _ El ， 
diio tg tuo ev)? 


在 稳 态 情况 下 ， = = 92 =0, 则 有 
Er go- 
cà + И-хвд=0 
_ + 322 _ Er age 
1-»* 8 +271+ 99290 


当 系统 处 于 主 共 振 , 即 уе 时 ,上 式 可 写 为 
—28а + Elo0s9 =0 


a [[i + 322] - 2] + Esino =o 


由 此 可 求 得 在 稳 态 情况 下 的 振幅 和 激 振 频率 的 关系 式 


elfe eT en] en 


v= PO B 


或 


Ф а (а)=1+ 22 

二 次 近似 解 为 

== aol + д) + 5+9) 

xm 
3428 1 |. 3a2(7— v) ..E 
D - uL 8G oie (1+ 

dó , За? 8 iSa^ Ell _ 345-30) |]. E 

аЛ!» 8 256 ali iG ary o atp 

一 次 近似 解 与 二 次 近似 解 的 差异 已 示 于 图 7-1 中 ,它们 之 间 的 差异 是 因为 在 二 次 近似 解 
中 有 高 次 谐 波 存在 。 


da 
4^7 


el 


H1 一 次 近似 解 与 二 次 近似 种 共 播 曲 线 的 比较 


LAXEEIZZZSLLELIIETI Dae 


7.7 应 用 举例 
[8/7.7.1] 不 对 称 分 发 线 性 非 线 性 系统 。 
设 系统 的 运动 方程 为 
m Z + Er = efler, z) + eEosinvt (1) 
其 中 
0 =e Sar, 
Кх, х)= -ci-IAc r+Aki(r -e) х2 (2) 


Ас; rtAb4rte) 2-е 
根据 渐 近 法 ,方程 的 一 阶 近似 解 设 为 
= == acos( vt + 8) + eu, + s acosp + eu, ton (3) 


Ча _ 


eE, 
— “— 
dc^ —-&(a)a - moy + v) 080 


(4) 
Ba) 0+ 


0 А 
m(wot "ud 


其 中 加 = 人 /me B pi = аео» 8 — REUS, р, = arcos CABRA. ERPH dla) 
和 w(a) 分 别 为 


х 
加 Е А 
(a) = xl (а, óysingde 
2x 
- E 
= gana], ast de 
- P — [- Acjawosing + ДЕ (асов — e) ]singdg 
2-0, 
+ |” - [ Acsawosing + Ak; Сасюр + е,)]нпрйр 
$i 
2 
+Í — [= Aciawosing + Ak, (асве) прад) 
2=_9, 
= {лао + Асуаше| фу — Ез?) 
2хоҗат o 100171 2 1 
+ Асуло] = Tft Lanp) } (5) 
a) = wo- ej, ta, Фхердр 


2r 
Tu Eon o oaoosingcosgd9 


*, 
= F — [— Асџаюріпф + Aki(acosp — еү)]созрёр 


22-9, 5 
+Í ~ [— Асзаоозіпр + Ak, (acosq-e;) loosgde 
е 


2e 
«f — [7 Aclamwosinp + Ak, (асов 一 e) lesgde] 
+, 
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£ 


= wo— 


—АЁуа(ф + Тар) + 2ДЕ еузіпфу 


2xoyam \ 
Акак p- Бера) 2л& езп, } (6) 
由 一 阶 近似 得 到 的 定常 振动 的 频率 响应 方程 为 2s 
a Qul - Y + 4282] = ER i 
2 2 m 
tang = i» (7) 15 
对 于 不 同 的 分 段 刚度 参数 特性 ,得 出 的 频率 响应 19 
线 如 图 7-2 所 示 。 ыз 
【 例 7.7.2] 在 许多 振动 机 械 中 , 由 于 振动 CURSOS 10 DI LÍ TJ 
加 速度 的 影响 , 振动 物料 会 相对 机 体 作 不 同形 式 m 


的 相对 运动 , 比如 滑动 和 抛掷 运动 等 。 以 此 为 背 
景 ,作者 于 1981 年 首先 提出 了 具有 非 线性 惯性 力 
项 的 非 线性 板 动 系统 解析 分 析 理论 !159。 

加 7.3 给 出 了 弹性 连 杆 式 探 动 冷 到 
机 的 力学 示意 图 。 当 振动 机 运动 加 涨 朗 
较 小 时 ,物料 相对 机 体 只 作 滑动 运动 , 物 
料 与 机 体 宗方 向 始终 保持 接触 。 振 动 


了 2 ， 不 对 称 分 段 线性 系统 的 频率 响应 曲线 


机 体 的 运动 方程 可 表示 如 下 
mg t ft muss ar єЕ„(з,5,з)се8 + 如 。 图 7.3 弹性 连 村 式 振动 仿 却 机 的 力学 示 塞 图 
= (узы = s) @ 
式 中 mao- 一 一 极 动 机 体 的 质量 
mm 一 一 物料 的 质量 ; 
太一 一 阻尼 系数 ， 


eFu(i,iys) 一 一 物料 作用 于 机 体 的 非 线性 作用 为 ,可 由 式 (9 表示: 
mosi, P,- 2n p< @, , Ф, -aK 
E.G mnn d bx, ' (9) 
Mfl g tSn), «ox, 
式 中 一 一 物料 与 振动 体 之 间 的 滑动 摩擦 系数 ; 
US BODA 一 ( 角 ) 一 一 物料 作 正身 和 反面 滑动 时 的 初始 角 或 终止 角 。 
由 于 振动 冷却 机 通常 在 接近 主 共振 状态 下 工作 (图 7-4), 由 此 我 们 可 以 利用 渐 近 法 求 得 
主 共振 状态 下 的 一 阶 近似 解 如 下 
s = acos( yt + 8) асозф 
fola, d) = eFa (7 ada cosdi, ~ acsinj, асо) онд 


da __ fe ekyr cos 
dt Zm, ае Psingdy — mplw + v) an 
T skorsm@ 


ае тэп | 
ету gp |а онар Lr via 


Prk $ bK k $ f юни бит. 


图 7-4 分 段 惯性 力 和 分 段 床 控 力 
І. 分 段 惯 性 力 2. 分 段 摩擦 力 


мба o d =0 时 ,振幅 a 为 管 数 ,相位 角 O WARM 
物料 结合 质量 和 结合 阻 庆 系数 可 由 下 式 求 出 


bcos acos 
К„=зи?д- ‚ fo 2226, 
(cup. AT р, = 5 
а= 2 Тожа Фа оова, -I Esino- 1 sisina) |Š= 
+ f(E sind- Lain sing) 12.1 а 
а ; 


2 
=” af. Loss(6- an0) - Toxóto tsir2oyg 


- [£ s two-lane [Z sno - зн – 120) | £) 
3$ 4.—13,14.5, 17. 5mm, я = 330rpm, 8 =22°, = 4340 RE, ПНЯ @,, Ф,, Ф„, Ф.а. 
br Kur fn ВИХ, 可 知 质量 结 合 系数 的 值 为 0,4~0,7, 阻 尼 系 数 为 0.25 一 0.33。 
把 F,(š,s,s)cosë 进行 傅立叶 展开 后 可 以 看 出 , 除 一 次 谐 波 外 , 还 存在 着 影响 系统 振动 的 
许多 高 次 谐 波 。 

[ 例 7.7.3】 许多 结构 、 系 统 在 动 载 作用 下 会 表现 出 非 线 性 滞 回 行为 。 通 常人 们 认为 灌 
环 的 形状 是 对 称 的 。 但 是 在 工程 实际 中 往往 还 存在 其 它 特殊 形式 的 滞 回 为。 例如 ,对 物料 
进行 振动 压 实 的 振动 压路机 系统 。 压 实 机 构 与 物料 组 成 的 系统 存在 不 对 称 的 滞 同 环节 。 这 是 
由 于 振动 压 实 机 构 运动 的 特殊 性 造成 的 。 很 多 情况 下 ,许多 各 向 异性 材料 由 于 拉 斥 变形 性 质 
不 同 , 即 使 载荷 对 称 ， 也 会 出 现 不 对 称 洁 回 环 ， 如 一 些 压 电 晶 体 和 形状 记忆 合金 。 另 一 种 典型 
情况 则 是 尽管 材料 各 向 同性 , 但 存在 不 对 称 的 运动 约束 ,如 有 间隙 单 侧 支 族 下 的 梁 的 振动 。 

这 里 以 振动 压 实 系统 为 对 象 用 渐 近 法 进行 分 析 [208]。 
Ў m 为 机 构 与 参 板 物料 等 效 质量 之 和 ,上 为 物料 弹性 刚度 ,c 为 粘性 阻尼 系数 、.E{t) 为 周 
期 激励 。 系 统 的 运动 方程 为 


日 


ту + ех + kz + q (z)= E(t) a2 


式 中 e 为 小 参数 , oC) 2 
参考 有 关 实验 结果 , 假设 СЕН 4 个 区 段 组 成 , Ab DE BEHS 2 EC AUR HRE 


Jn, Bp 


| 118 - кян SSLE уд то А 


agtajr tar? xza>r>zrp,r>0 
(= bo t Бут + Бул? marea EO a» 
certe?  rgmaIugxr«0 
do*tdirtd;a zpPa up z<0 
设 激励 是 正弦 激励 
E(z) = Eosinvt (14) 
ЖЭНЕ, 外 激励 可 以 视 为 小 参数 项 , 式 (12? 可 
цав 


mz + kz ЕС) - er ^ q(z)] (15) 
设 一 次 近似 解 的 形式 为 
д = асозф + uio (16) 


式 中 р=и+р=9+ 8,8 为 相位 差 角 。 图 7-5 中 及 ， 
B,C, D 四 个 位 置 对 应 的 相位 角 分 别 为 pa = 2n — arccos 


图 7.5 分 段 曲线 不 对 称 淆 回 模型 


ТА p =2x, ge= arcoos 26 2 pp = xa 和 满足 


(17) 


BY 
a= —s,(a)a- = ууз 


в= (а) = vt даа = 2298р 


其 中 ”固有 频率 为 w= ЛЕГ, ЕТЖ о, (а) = ГА Ca) 加。 上 式 中 等 效 险 尼 比 为 


= 1 
8,60) = 2 Zaran 


+ (ao — bo)cosga 一 Lala — by)sir? pa + Hi = Ьо) соб ga 
2 


loai br-e- d) 


[aot бу— co- dot 3 


+ (co = вере абе = dis go aH Gs da) ge] a8) 
等 效 刚度 为 
k(a)=k+ [Fad ai t 2bi t di) + (as — bo)singa + (co— du)singe 


© -ьу)| £ RERUM жа(с\ celi £c + sin2ge 


2а Haz- b2)singa (cod ФА +++ a* (c; — da)singc(cos gc + 2)] (19) 
作 进 一 m SUR GEIL ИС ol EIS VURE al 为 
u= A+ Aycoszg + Basin2p+ Азсов3р + Bysin3p + = (20) 
式 (20) Teman maa. 


A= suia а-2%ю- do) — palag- bo) 7 ge( co 7 dosi wa? (a; -2b- d2) 
-二 pa 1a, 7 b) = T oca 200 — dy) – (ai — bi)asinga — (ci — di)asingc 


- 15а, - b)a!singa — 14 - kala 


1 


Ai htt binga + y 1 (а-бу) Таза + sings 


Ate “EH R GHk - 119 ， 


+ ls, - ba) (ga + sin2 pa + sniga) + 10 = а) вис Falcı- di) 
Тао +singc] + Lo - dy pe tsin2ge+ JM anto.) aHa; -25 7 d] 
1 2 
Bam (а thi odia =} (ae = b)(eo2ga = 1) 


1 
一 2a(al 一 DEI Тон + евра) -二 xc- 5з) (оов ра — 1) 


со 4) (eoppe - D Баба 40) Tonge + ospe) 
-Laler 4) обро -1] 


1 [i 1 1 1. А 
“ы [i (ag bo + Ze- gba? )sin3 ga + ORNE simtga + siga] 


Lalar- wli Langa + singa) + Fa- dot Фоа? - аза?) азр 


анаан) +a 《cz 一 а 1ана) 


1 1 7 
[7$ hore do) бата -4,;)а? 


5 Bnw? m 
- Elav- bo + Faza? 一生 5za?)oos3g = + (a -4у+ loe - laa] cosi gc 
ee 3] eost bnt] 
-Laar - bà) Liga + ese] ~ Les - a| Loose + cosge) ] QD 
ШЖ BE ELE ERR, ЖИЛ BEBE ME ERA FILER PERT PR NE [LER 25 |x Ж: 
AIEO HE RRITE. ЖАКУ ЕЕН ЮПИ НА AULUS CUZ КМ, m) 
а 7 1770, а = — 4.565, аз = — 4.288, bo = 1955.6, bi = 1.11e5, b2 = — 4.44е7, ca = 9500, 
су= = 7.866, с = 1.6269, 4 = — 750, d, =3.0e5, d, = - 
不 对 称 分 段 线性 模型 的 参数 取信 处 为 (单位 :kN, m) 
a, = 1800, kı — 1.2e6, 2; = 1800, Ёз =0, аз =0, Ёз = 6.0е5ь 
双 线性 对 称 滞 回 模型 为 : 
aithz x<zrar>0 
аз+ Ет т> тд, 1220 AN 
S) raz zmani«o en 
ал+ bar х azor 
其 中 za, zc ЖЛЕ. BATER BUS, Н. ki = Ёз, ka hao азии, kN, m):a1— 
1800, kı = 1.266, а = 1800, kx —0, as = — 1800, a4 = — 1800. 
xu & ЖААБ [81 7 009 4t (12) БЫ ЕРДЕ h TC, E ЖЕ] 3; — 位 移 曲 线 如 
7-6(b) 所 示 。 将 其 与 实验 测 得 的 结果 (图 7-6(a)) 进 行 对 比 ,分 段 曲 线 不 对 称 模 型 的 沾 国 环 
与 实际 情况 较为 相似 。 光 回力 的 时 介 历 程 如 图 7-7 所 示 。 由 图 可 见 ,实测 加 回力 的 正 峰 值 处 
有 小 的 平台 , 负 峰 值 处 为 尖峰 。 依 据 不 对 称 模型 可 以 得 到 相似 的 不 对 称 形状 ,模型 (12) 的 滞 回 
力 历程 与 实际 基本 一 致 。 з 


120. +} Ж 35 48 эл} Ө SE f 2 д хи А 


MEH q(z)/kN 
WAH ч(х)/ЫЧ 


fM zymm 


L I | 

A 0-65 836 Ts 0120 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 
pl ifs 
а) 、 (b) 


q(z)/xN 
е 


- L - 

9.00 0.05 0.19 15 0.20 A00 9-05 010 
7а zs 
(о) (a) 


77 жыљ-ҹаФа 
(a) Sc ; (b) ВЕЙ ИСР ТЕА, (с) ВЕРЕН, Са) ВЕТ pik 
其 他 数据 仿真 结果 还 表明 , ¿y EER tE FX W ERIRE fb 85 c BI ps ВРВ АРЕ, 但 精度 差 
些 。 而 模型 (22) 与 实际 差别 较 大 , 7 REGE T Bec B AT NITET ERDE, 


计算 与 思考 , 
1. ЕРОТ ОГАН) RUD uum l) 


а)®+х=є[(1-х?)х + 25] 
b)z+z=-=s(z+|z|z) 

2. 用 渐 近 法 求 下 列 各 方程 的 周期 解 (三 次 近似 》 
a)ptertr-0 

DEtrtej-0 


3. 已 知 系统 方程 


“Zwir=ef(z, z) 
式 中 ef(z)z)= -M+Ar+tAT t AQr+ Asri) 
e 为 小 参数 。 证 明 应 有 Ms>0, 并 讨论 自 激 条 件 、 可 能 的 定常 振幅 及 其 稳定 性 。 
4. 证 明 方 程 
E+tz=e(1-z2””£  &>0,л 为 正 整 数 


еж * 4 GK fk HB $ h СИИ Ж 


* 121 7 


只 有 一 个 极限 环 。 求 其 振幅 并 证 明 它 是 稳定 的 。 
5. 用 渐 法 近 求 下 列 方程 的 二 次 近似 解 
+r=e[(l- z2)+ - bz2] 
式 中 65>0,5=0(1)。 EH b=1 if, r= su 为 方程 的 一 个 精确 解 。 
6. 已 知 方程 


Z+xz=2kz-az|z|-— br +e 


RP ka, b,c 均 大 于 0 且 为 同 阶 小 盟 。 问 此 方程 是 否 有 周期 解 ? 它 是 否 稳定 ? 


7. 在 解 有 库仑 摩擦 的 系统 的 振动 问题 时 ,通常 认为 摩擦 
力 与 速度 无 关 。 但 更 精确 的 研究 表明 , 该 结论 不 能 经 常 反映 
现象 的 物理 实质 , 并 可 能 引起 解 的 结果 失真 。 如 图 所 示 即 所 
谓 的 Frode 所。 摆 的 晤 挂 点 是 一 套 简 , 它 与 轴 之 间 产 生 粘 性 骨 


擦 (粘性 摩擦 力矩 Mi = a$, 式 中 $ 为 摆 的 角速度 ,a 系数 ), 以 * 


M) 


及 具有 非 线 性 的 干 摩擦 , 如 图 (b) 所 示 , 干 摩擦 力矩 为 Ma = M X 


(0-3), эң MCQ — $Ë g% 的 每 次 展开 为 级 数 时 , 取 到 三 次 项 。 
《 设 摆 的 名 义 角速度 п 与 图 中 的 拐点 A 对 应 ), 试 求 押 的 自由 


а) 


(b) 


振动 方程 ,研究 微小 振动 时 的 稳定 性 。 图 7-8 题 7 图 


8. 已 知 运动 方程 为 


z*ü-lrD)z*z-20 


用 渐 近 法 确定 其 极限 环 , 并 讨论 其 稳定 性 。 


9. 在 如 图 所 示 的 系统 中 ,质量 块 m 承受 大 小 为 Q= kir 开始 于 时 间 上 =0 НКУ, 


质量 块 的 最 大 响应 及 其 发 生 时 间 。 
Q 
° | 
° 1 - 
[D] (b) 
图 7-9 шов 


10. 用 渐 近 法 求解 下 面 方程 的 二 傍 频 响 应 
` Ж + рул = er? + Foosut 
11. 用 渐 近 法 求 下 列 方 程 的 近 共 振 响 应 
utu-c-culu|-2efcosot 


и + u + eu? ш = ef cost 


12. ЕТТЕ Ж Ж, 质量 m 受 大 小 为 Q, = ®т|/1. 5, 开始 于 时 向 с = 0 的 阶 路 


力 ,其 载荷 位 移 曲 线 如 图 所 示 , 求 质量 m 的 最 大 响应 及 其 发 生 时 间 。 


13. 如 图 所 示 为 一 房 顶 承受 横向 载荷 Р 的 矩形 框架 ,A, В, С, D 处 形成 塑性 饺 ,载荷 位 移 


线 如 图 所 示 , 具 有 双 线 性 滞 回 特征 , 假设 k = 515 承受 大 小 为 Qu = Eins H 
的 阶 跃 力 。 求 位 移 时 间 历 程 。 


f 始 于 时 间 = 0 


` 322 · #k Ж Жж ж тз} © LLL T ELT 


图 7-11 题 13 图 


14. 设 系统 运动 方程 是 


2migy. у 2) ñ" 
- = + + 
mig [Bey may By yy Ë + у? 


3 2m 2 m 时 ,其 平衡 位 置 是 


=—— ш 
> Sami- mà 
uc T 试 确定 在 平衡 位 置 附近 的 微小 振动 z = ~ TES, 并 求 频率 振幅 关系 。 
15. 系统 的 恢复 力 和 阻尼 由 线性 项 和 二 次 项 组 成 ,运动 方程 为 
mz +ciz+eo z|z| + kyrt kya] ax | = Есоѕай 
(1) 求 在 主 共振 情况 下 的 一 次 近似 解 ; 
(2) 求 出 定常 振动 的 频率 响应 方程 ， 
(3) 分 析 这 种 强迫 振动 会 不 会 出 现 振动 中 点 不 在 z =0 的 不 对 称 现象 。 
16. 考虑 Coulomb 阻尼 作用 下 的 系统 的 强迫 振动 
m £ + ayz + озг?+ pmgsgn z = Роњи 
《1) 对 于 主 共振 情况 , 求 周期 解 的 一 次 近似 ; 
{2) 研 究 频率 响应 曲线 , 判断 是 否 存在 跳跃 现象 。 
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第 八 章 ” 弱 非 线性 多 自由 度 振动 系统 的 渐 近 法 


8.1 弱 非 线性 多 自由 度 自治 系统 的 渐 近 法 


与 单 自由 度 系 统 相 比 , 多 自由 度 非 线性 方程 的 求解 过 程 要 比 单 自由 度 复 杂 得 多 。 多 自 
由 度 非 线性 系统 的 微分 方程 式 多 数 是 砖 联 的 ,方程 的 解 含有 高 次 谐 波 , 因此 ,该 系统 存在 着 
许多 频率 相互 组 合 的 振动 , 即 多 频 组 合 振动 。 但 是 , 对 于 多 数 多 自由 度 非 线性 振动 , 不 可 避 
免 地 存在 着 阻尼 , 通常 还 存在 着 外 部 干扰 力 ,这 些 因素 常常 会 使 高 频 成 分 迅速 消失 , 而 建立 
起 来 的 是 以 基 频 、 或 某 一 种 频率 为 主 的 振动 。 所 以 在 分 析 多 自由 度 非 线性 振动 时 , 在 多 数 情 
况 下 可 以 只 考虑 单 频 振动 (1, 即 只 考虑 由 茶 一 基本 闯 率 引起 的 非 线性 振动 , 这 样 的 处 理 方 
法 不 仅 符合 实际 情况 ,而 且 与 工程 实际 需要 相 吻 合 。 
多 自由 度 非 线性 振动 的 微分 方程 式 可 表示 为 以 下 形式 0 
ME+Kx=eQ e 290 


QU eg TN xe Esp E) (8-1) 
QPS gP (zy, m zu hs р EN) 
式 中 x 和 x 是 加 速度 列 阵 和 位 移 列 阵 ; 
M 和 分 别 为 质量 矩阵 和 刚度 矩阵 ; 
ооп oO HREF D IE; 


e 为 小 参数 。 
当 。=0, 方 程 (8-1) 成 为 
Mx+Kx=0 (8-2) 
后 而 将 讨论 方程 组 (8-1) 的 求解 方法 。 
8.1.1. 未 干扰 方程 组 的 解 及 固有 频率 与 振 型 
方程 (8-2) 的 解 为 
x= Xycos( wt + 9) = Pua cos( at + 9) = Pua cosh (8-3) 
RF o 是 固有 频率 , 它 可 以 由 以 下 特征 行列 式 求 出 
IK-wMI=0 (8-4) 
Xu ERNER., фу 为 振 型 函数 ,或 主 函 数 ,可 由 以 下 齐 次 代数 方程 组 求 出 
(K - o! M)Xu 5 (K - o М)фуа = 0 
bu= [Bey $ … $s] 


并 且 具 有 正 交 性 ; 
IT HSAMEEDEIENTOUBVET X ES TUR, 可 将 非 找 性 函数 中 的 非 线 性 阻尼 力 和 非 绕 性 弹性 力 分 别 化 为 等 
aer nce ORA CARERE SE SR SN ASE PE н Pi sR КЕ R ft KI E A ЭИ ЖЯ IR S 
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Хм,МХм, = 0 
Xu KXu,= 0 iz (8-5) 
而 а 和 60 是 实 的 任意 常数 , 由 初始 条 件 来 决定 。 按 照 上 述 方程 可 以 求 出 固有 频率 ,w MRE 
函数 由 op。 
8.1.2 方程 组 (8-1) 的 单 频 振动 


我 们 考虑 未 护 方 程 (8-2) 的 频率 为 vo l ER 
х= Baracos(wort + 0) (8-6) 


时 , 提出 以 下 三 点 假设 : 
1. 未 扰 系 统 存在 闭 依 赖 于 两 个 任意 常数 的 ,频率 为 eol 的 简 谐 振动 ; 
2. 在 未 扰 系 统 中 ,相应 于 平衡 状态 的 惟一 解 是 平凡 解 x=0; . 
3. 频率 wo 和 它 的 整数 倍 的 任 一 频率 wgs 291 Зд» deg …, Eoo EA ETE ЖЕ 
有 频率 , 即 不 存在 内 共振 。 
在 这 些 假设 条 件 下 , 非 线性 方程 组 (8-1) 有 以 下 形式 的 解 
ху= Фмуасов( шц! + д) + eu (a, ott д) +e uzla, wt + 9) +? (8-7) 


其 中 a 和 乡 决定 于 下 列 微分 方程 


Чё = уа =[eBu(a) + e" dala) + a 


可 


Br 


(8-8) 
аё =w= oy + eu (a) + eon(a) t e) 
MERIR GERA - Wanu, 首先 将 方程 组 变换 到 主 坐 标 上 , 这 种 变换 方 


法 已 在 线性 振动 的 模 夺 分 析 理 论 中 有 过 详细 叙述 , 读者 可 参 冯 有关 书籍 。 
假设 z 为 主 振动 ,所 以 有 如 下 一 次 近似 假设 ,这 里 引用 新 的 变量 =: 


xi = Pu ,acosó = $u z . (8-9) 
EAE М, MERE k, 分 别 可 表示 为 
Min ul Ma (8-10) 


Miw? =k1= Фут Khu, 
而 主 倚 标 上 的 扰动 力 为 
ebur Qi? + фато? (8-11) 


这 样 ,第 一 主 坐 标 上 的 方程 式 为 А 
м, IL z] = sha Qi +a Q (8-12) 
假设 = = acosp, 利用 名 过 金 方法 ,得 到 以 下 谐 波 平衡 方程 式 


n d 
INDICERE ED 


[fim (£s + йе] - «МО? + 7059 )- зарар = 0 (8-13) 


° 


由 于 在 主谋 标 上 的 方程 是 独立 的 ,可 以 用 单 自由 系统 的 求解 方法 进行 求解 。 方程 (8- D 
的 右边 部 分 为 非 线性 函数 。 由 此 可 以 求 得 
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eðla) = Zu dut QU Ca, Pisingdy 


icon Mis 
een(a) = Inon Mia К $u1 Qi (а, фЭусозё4ф 
› А . А 
QP la, 9) = QP (фк, рм: PZ, фм E Фи Z, рм) M (8-14) 


方程 (8-12) 的 一 次 近似 解 
x = aacos(ooi + 0) 


式 中 
Ча арбада 


S= og t eon(2) (8-15) 


改进 的 一 次 近似 解 可 由 以 下 方法 求 出 ,将 { QIU), 展 为 富 氏 级 数 
QP (a, 9i 
= efg (a) + D [etla )cosk (шщ! + д) + A Ca)sink(wort + 9)]] (8-16) 


Ex 
gla) = Af ola, рав 
g™ (a) = "QU, ф)созАдфаф (8-17) 


Aa) = 1р Q6" (a, gsinkydy 


(6 = 1,2,5) 
级 数 中 含有 频率 为 kwoi 的 各 项 将 引起 高 次 谐 波 振动 , 这 时 , 方程 的 改进 的 一 次 近似 解 
可 表示 为 
x17 Фуџасозф + ви (а, 2), (8-18) 
式 中 之 a My 5008-15). 
广义 力 ОСЕЛ У ТАИС И ИЕЭ! B8 oe ca 
$z Oa) 
Мр? 
| ‚Фм? Ca)eos( wt + д) + AP ladinu + 0] 
+ б) м, — ui 
= Aule la)cosk lwit + д) + AU a)sink(os + 9] 
+= >$, 7 2 2,2 
Ев ~ Mw = Вод) 
Gk = L2, N) (8-19) 
二 次 近似 解 的 < Жу 可 按 下 式 计算 


За =[єёи(а) + е8 (а) [а 


єйү(а,® + 8) = t, 


(8-20) 


dt e wy teon(a) t еар (а) 
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Ou (а) onla REER Su(a) 和 wun(a) 复 杂 得 多 。 在 式 (8- 13) 中 ,一 次 谐 波 只 
在 比例 于 Ф, Фуз ВОЗЕН НЗ, 并且 有 


ФМФ =0 aK S0 G23) (8-21) 
HUREN иба prela OST i ] P 
表达 式 wa deter | 仅 由 风 的 一 次 谐 波 项 构成 ,所 以 方程 (8-12) 与 以 下 表示 式 
eL eT QOO 
的 一 次 谐 波 等 价 。 我 们 将 利用 符号 HF! 表示 任意 周期 函数 下 (%) 的 一 次 谐 波 
HIF| = cosg HALO + sing 1 Fesingay (8-22) 
由 此 可 得 以 下 表示 式 


=H {$e LeQ Co 00, о) t QU СрО т, --) 1) (8-23) 


Mi + ads 
因为 x = acos%, 所 以 


£i Z+ ulz-c[-2onóusn$ -2woloitcosy]ja 


* E 8, Sumus nnd acoso 


И ЖЕТЕ ó TY dd 2, Jasing ] (8-24) 


将 方程 (8-24) 的 右边 展开 , 间 时 仅 保 持 前 两 项 , 于 是 得 
НФ 9 (лме dietas 0] 
=: [е1 (а) + ?L;Ca) ]cosd + [е№, (а) + e? Na) ]sing (8-25) 
Ж} (8-23)Ж155 (8-24 ) HARHAAN є ИЕК ЖЕЙ) RREI ШЖ, + 
Ni(a) амба) = Li(a) 
QeyM, “u 2wg Mia 
Su(ae)eu(a) ?3n(a)adeu(a) | Nz(a) 
© Zug да ` 2woMiar (8-26) 


wila) дуба) абада) — Lata) 
2wo01 * on da 2w0 Mia 
在 :次 近似 的 情况 下 , a Mg 可 由 下 式 决定 

да _ Nila) te? Nala) edu(a)awol(a) edu(a)don(a) 2 


6(а)а= — 


(а) = — 


©м(а)= -= 


di 2w0 Мі wo 29 da (8-27) 
аф _Lila)te Lala) enla) ¿2ón(e)ad(ón(a)a) 
d; 201 2uo М.ё 200 2on da 
对 于 稳 态 情况 下 的 音频 振动 ,相位 角 y 以 某 个 角速度 wli(a 5) ERE SERI, 
p=w(a) +9, O7 const (8-28) 


由 方程 (8-27), 可 求 得 
(a) еба) eLa) eofka) | 8j Ca d( 3j (а)а) 
wila) T wo 2o Ма p 2p da 


(8-29) 


FAE ай k $ 6 k A юй AGAk -127 


dexn(a) 


和 Му(а)+&М»›(2) * 2M, 0 (a)ae (a) teMidn(a) do 270 
或 Sui(a)+edn(a)=0 {8-30) 
在 精确 到 一 阶 数值 时 可 以 写 出 
#Ni(a)+ e* Ny(a )=0 (8-31) 
_ Губа) + е21.(а) е? (а) 
m eG rep c AC 
考虑 式 {8-27), 则 有 
_ eL (a) «2 [ Lite) 12 e Lila) 
@i(a)= 9n 3, Mia Zoo | JouMia!  2euMia (8-32) 


жй ЕШ, 便 可 求 出 下 列 定常 振动 频率 平方 值 的 表示 式 
2 
aa) = Т (8-33) 
TER B h e E 8206 SRRI F: EORR RIE, B SE E E ADT B Si 
SRA, 再 求 作用 于 第 一 主 坐 标 上 的 广义 力 , 并 建立 第 一 主 坐标 上 的 独立 方程 式 ;将 所 得 
到 的 作用 于 第 一 主 坐 标 上 的 广义 力 卖 达 式 展 为 富 氏 级 数 ;然后 ,在 保留 到 二 阶 小 基 的 精度 
下 , 求 方程 的 一 次 近 信 解 .改进 的 一 次 近似 解 和 二 次 近似 解 。 令 正弦 项 前 面 的 系数 等 于 替 ， 
我 们 就 可 以 求 得 方程 (8-31), 由 该 才 程 确定 振动 的 定常 振 司 ,将 余弦 项 前 面 的 系数 代入 式 
《8-33) 的 右 端 , 即 可 求 出 定常 振动 的 频率 。 


8.2 弱 非 线性 多 自由 度 非 自治 条 统 的 渐 近 法 


现在 我 们 讨论 在 周期 力作 用 下 的 多 自由 度 非 线性 系统 的 求解 方法 。 广 义 干扰 力 的 表达 
式 为 


Cr Ee] eg Ot, zp ny dass з 6) 
+ e2Q (uz, m zy Ep ke 6) nn 
(8-34) 
非 线 性 振动 的 微分 方程 式 有 以 下 形式 
Mx + Kx 2 eQU Qut, хуу ZM Z das 6) 
+&20@(м, жу, rg dies doe) o (8-35) 


和 前 一 节 相似 ,可 以 假设 广义 干扰 力 是 关于 ve 的 周期 为 2 BJ ERE, 并且 能 展 为 宣 氏 级 数 。 


REDEA ^ 
` Mx Kx-0 (8-36) 


和 上 一 节 的 假定 相似 ,按照 上 式 , 可 求 出 未 扰 系 统 的 固有 频率 和 振 型 。 并 可 设 方程 (8-35) 有 
以 下 形式 的 解 


х= фијасозф + eula, vt, d) + e us(a м, d) t (8-37) 
RP, e o 8, p), иба ‚д, p), ETATER 2x 的 周期 函数 。 
现在 我 们 来 研究 非 线性 非 自 治 振动 系统 的 非 共 振 解 和 近 共振 解 ,与 自治 系统 不 同 , 自治 
系统 非 线性 作用 力 仅 是 少 的 函数 ;而 非 自治 系统 的 非 线性 作用 力 是 两 个 自 变 量 v, у 的 函 
数 ,因此 , 在 求解 过 程 中 要 较 自治 系统 复杂 得 多 。 、 
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8.2.1 非 共 振 情 况 
ERRE T, MIE а 和 相位 y 应 由 下 式 确定 
[ednta) + e ðn la) te Ja (8-38) 
d. 


= 3 
F= wot eon (а) t ^on (а) +e et 


为 了 求 出 未 知 函 数 ula, 0, Ф), а,(а, 6,9), дуба), 85 (2), wala), оз (а), RIT 
议 直 接 采 用 在 分 析 单 自由 度 系 统 时 所 得 的 结果 。 
” 代替 描述 单 频 振 动 状 态 的 方程 组 (8- 35)， 可 以 写 出 第 一 主 坐 标 上 的 方程 


u 
mi| ER ats] 


= ep QD ы, 02, 5, of Фл, рү dens e ep xs р, є) (8-39) 
对 以 上 方程 , 可 求 出 
И -_ — =£ _ (ч тч) К 
Sala) = LE |, f $ QU Ca, 0, 9) * singdOdy - 
ша) =- ra mr | he Ql aso, p) + spod 
u Ames Ма Jojo Mio arn s d " 
EX 
QP la, G, р) 
=:QP{ 0, pP acosg, =, p Pacos, — pP awising, + 
= oawising, — gÍ) аш?совф, +) (8-41) 
现在 来 求 由 非 线性 作用 力 所 引 起 的 等 于 或 高 于 二 阶 的 高 频 振 动 。 先 把 上 式 展 为 窜 氏 级 
数 
eQ (2,0, p) = ЭЭ 00а еттт) (8-42) 
式 中 
eL = af, f, са, б, perdoa (8-43) 
由 非 线性 作用 力 引 起 的 强迫 振动 {u1(a,8, 风 )} 可 由 下 式 求 出 
Mii, + Ки = 62) 20e этә (8-44) 
式 中 opt). 
现在 来 求 未 知 函 数 и (a, 8,%), 并 将 它 表示 为 级 数 形式 
ulap) = D Dk, „lae IP (8-45) 


. Hula, 0, ERATE, 并 令 方程 而 侧 同 次 谐 波 的 系数 相等 ， 就 得 到 用 来 确定 
aaayB,) 值 的 代数 方程 ,并 令 同 次 的 系数 相等 ,就 得 到 用 来 确定 系数 ku, Co ASIE 


组 ' 
(MC- шут? —2меутяп — ^n?) + Kk, „(а) = QU Ca) (8-46) 


为 求解 这 个 方程 组 ,我 们 利用 主 坐 标 。 


PAF BARESI & A 0 % $ f, 6 5 ut k + 129. 


Ж А09 (a) 记 为 如 下 形式 
En, m (2) = b. d, ` (8-47) 


Ж фу 是 主 振 型 , dk ХТЕЛА о 


将 上 式 代入 方程 组 (8-46), 并 考虑 到 ф,, 满足 齐 次 代数 方程 组 
( “Mol + К)фу 50 (8-48) 
这 时 可 以 求 得 ` 
ME Gum + nv)? oud, = QU GO (8-49) 
将 这 方程 两 侧 相应 地 乘 上 0,7, 8 
Фм [o2 — Com + a |ó, d, 6.1017 (а) (8-50) 


注意 到 主 函 数 的 正 交 性 , 可 得 D 
$407 a) 


d, "Mi - Com twi] (8-51) 
将 a, 的 信 代入 式 (8-46), 经 简单 运算 得 到 
ФыТО (ауе tm) 
аа, 0.9), = 22 Ў, кыш ТД] (8-52) 
L 1 


为 了 使 表达 式 “ 正 规 化 ”， „ВИПИВ THERE n, m ÑE £ a = лу + moi важ 
界 的 。 这 个 式 子 等 效 子 以 下 等 式 
ai (m2—1)2=0 
п=0 m= +1 (8-53) 
于 是 可 得 到 и, (а, 0, р) ТОК ` 
шм, = DE *« 


акен лб, mt) 


„моне, в, ире авар |е) 


8-54 
Msi - (oum + my] ( ) 
进而 可 求 出 改进 的 一 次 近似 解 
| +eu la, 0, ф) + e2u,(a,9, 2), 
经 过 简单 运算 以 后 使 可 求 得 
nla) = -让 Т быа камна] 
2x 
AGAM ma |, jQ) (a, 0, singdody 
tz) = [дшда ау v4G)] 
一 一 一 一 一 190) 
еттй $Q Са, 0, ф)созраібар, (8-55) 


式 中 


+ 130 - Tk Ë, 5 4 3 28 4k T b ЕЕЕ үү. 


(D 


Qo [09] 
0954,0, 6) Q (a р) + (5G 0.0 E 


^o ә 
x [ea ass +597) ese 


{х= phe a cosp x=- $4, aooising) 
8.2.2 共振 情况 


我 们 将 不 考虑 wo -2, 的 共振 的 一 般 情况 , T w Т НИЯ. p= q =1。 
方程 组 的 解 可 写成 如 下 形式 
x 764, acos( wt + 0) + eui(a, 0, 9)1* £*u;(a, 0, 4), (8-57) 
RP у=и+дуиу(а, vt, р), uz(a,w, 风 ) 是 两 个 角 变 量 的 周期 为 2x 的 周期 函数 。 
a fü 可 由 下 式 决定 
da - [ eula, д) + sula, 0) + е-е 


deae eva, 9) + elon(a,0)+ ehe (8-58) 


git CHI ТК ЗЕ MR, 我 们 必须 求 得 u, la, vt, p), uzla, vti ф), д (а, 9), 
nla, 9), оџа, 9), оз (а, 9) 的 表示 式 。 为 了 确定 Sn (2,9) 8n (a. 9), og (a, 9), 
wnla 9), Ж#Н b НЕЕ 55 Ж Ж BOR 4505 28, 并 用 wo 代替 单 自由 度 系 统 的 wo 用 
$41 Qo 代替 单 自由 度 系统 的 folas, 5)。 式 中 的 非 线性 函数 


QU (a, 0,4)= Q0, pP acosg, =". — el ae sing, s. -pP au cosi) (8-59) 
利用 这 种 方法 , 可 求 得 求解 Sit 和 wi 的 方程 组 
(om ~ у) 520 auus 
1 2x (2v m 
= 22M; 3 e, |, f. sha 00 (0,2, ph e 72 cosed0de 
д 

(wo ~ ») ш ~ 20846 
pu "p (D eu 

м" -下 [ey GU (La, p) esingdody (8-60) 


225-0 
用 以 上 公式 ,不 难 求 出 811, wu 的 特 解 。 
同样 u (0,a, y) 的 表示 式 可 写 为 
нү(а,м,м + 9) = 5 DD Ф 


[o Лане) 
„Два о е -imet mp) 
1 it 
*м, wi - Саут + уя)? ] 
后 面 我 们 将 讨论 一 种 特殊 的 情况 , 即 在 简 谐 干扰 力作 用 于 的 多 自由 度 系统 的 振动 ,广义 
干扰 力 可 事 示 为 


ем mone o)) (8-61) 


HAt ñ$ h $ 4 É # % $ f 6 ór k k ' 131 ° 


Qi? (A, a, 4) «QI (8, рпасоф, =, — pir aosing, =, — praw cosp) + eEsing 
(8-62) 
这 时 方程 组 具有 以 下 形式 
M X + Kx = eQU'(Q, puacosg, =, 7 puawsing, '", — фүуаш?созф) + eBsind 
(8-63) 


TE p= q = 1 的 主 共振 情况 , 按 上 述 一 般 方法 ,在 第 一 次 近似 时 ,对 应 于 接近 第 
一 主 振动 的 音频 振动 的 方程 组 的 特 解 为 


x=é,,acos(0 + 9) (8-64) 
式 中 的 a 和 5 БУШ Ft e 
2x bu E 
Ж 7 а QU Cas yanydy ~ gr Cei jt 
А ФЕ 
d2 =ош u -za IR QU" (a, ф)созрар + Dore (8-65) 
和 以 前 一 样 , „, 是 未 扰 系 统 的 固有 频率 , d 是 齐 次 方程 的 非 平凡 解 ,而 
QP (a, Ф) = 09) ( фивсозф,-", — puawsing, 7, puau cosy] (8-66) 


(д+@= д) 
对 方程 将 作 一 些 简化 ,引入 以 干 符号 


x 
cla) = E à [, Ф700 , sinjdy 


wla) = оз Dow wi $, Оў cosgdy (8-67) 


T 2ке 
ED = euP 
L 
这 时 方程 的 一 次 近似 解 为 

Tg 
да _ _ „р 
4-8. (a)a - M (en t v) 

UCA 
М|үа( wo + v) 


cos? 


99 _ ауу sind (8-68) 


dt 


式 中 


sS (a y= 00) 


ER IDOL EC PEU 比 和 等 效 固 有 频率 : 
M| $2 + at») «МТ (a, 0), (8-69) 
这 样 ,在 这 种 特殊 情况 下 ,对 研究 具有 N 个 自由 度 的 系统 的 共振 时 所 得 出 的 第 一 近似 
方程 ,和 以 前 研究 单 自由 度 系统 时 所 得 的 方程 完全 一 样 。 此 系统 受到 作用 于 第 一 主 坐 标 上 
ОИК ФЕ BHL QU ,的 作用 。 


下 面 我 们 将 讨论 具有 常 撒 幅 和 常 相位 角 的 定常 振动 状态 。 
令 第 一 近似 方程 的 右 端 为 零 , 我们 得 到 可 用 于 确定 振幅 和 相位 角 数 值 的 方程 式 


132 ` # ня P SUI UE TELE 


1 ED _ 
M Mi(og + v) (8-70) 


[o yp Run 
we (a) vt io rin 0 


消去 3, 在 带 有 二 阶 小 量 的 前 提 下 , 得 到 定常 情况 下 的 振幅 а 和 相位 角 9 和 激 振 频率 , 之 间 
的 关系 式 
M?a?{{ 00а) - 2] «459 (a) ]-E* 
«9 (a) - v 
8 (а) 


(8-71) 


9 =arctan 


жЩ кин 3 dfe. 


8.3 应 用 举例 


【 例 g8.3.U] 考虑 图 8-1 所 示 的 曲轴 扭转 气动 系统 , 设 第 
一 贺 盘 与 第 二 图 盘 之 问 睹 有 非 线性 看 性 联 轴 器 。 为 了 简化 , E 
设 中 介 圆 盘 上 作用 着 干扰 力矩 M Еп, Н E 为 干扰 力矩 


ЖК, = ， 是 曲轴 的 扯 转 振动 的 角 频 率 , 它 与 发 动机 的 转 
速成 正比 , HAAHR IERTE, E 8-1 FREI I, L, 和 1; 为 曲轴 的 转动 惯 
量 , 而 р, po фз 分 别 为 三 个 圆 盘 相对 于 平均 角 位 移 的 扭转 振动 的 角 位 移 。 
、 该 系统 扭转 振动 的 运动 方程 式 为 
Dipi kilpas $07 (фа $)70 


图 8-1 曲轴 示意 图 


Тор + ki( @2 7 фі) + ef(ga — 91) — k1( @s фо) = Esin0 + c( @s — 92) а) 


Ispa + kalps- фз) = -elpa фа) 
AP ef(po- фу) 1, 和 了 ,之 间 的 非 线性 力 ,c 29 1, 和 已 之 间 的 粘性 阻尼 系数 。 
+ 
@ $174; 9379370; (2) 
上 述 方程 可 表示 为 


ladit ki 


I 12 : ` 
12а Аа - [1*2] efla +e dat Esin o 


боа 1 «uj aefa) =e B] d;- Esing 

БЕНЕВЕНТА ЕНУ ЛУШ, TT 6) E RUBORE , 与 扭转 振动 
系统 的 主 振动 的 第 一 固有 频率 .wl 相 接 近 。 在 这 种 情况 下 , 由 非 线性 作用 力 激发 起 的 频率 
为 w 的 振动 将 因为 摩擦 的 存在 而 春 碱 。 这 时 , 方程 组 的 相应 的 单 频 状 态 下 接近 于 第 一 主 


振动 的 特 解 为 


а= Расово +9) ~ О з ңе 
4:7 pP acos( + 9) А ] 
这 里 的 o; 和 р) Ж ШЕК, 它 是 以 下 蛮 次 代数 方程 式 的 非 平 并 解 ， 


AAE Бкы аанай Ó kt k + 133 ， 


h › › 92 1 nh) 2 
ПЕЕ ЯЕ -kp =0 = Et reds 


? (5) 
D а) 1 1 
ЕРЕ ) -ep]o= 0 nsn -йһ] 
[ETE 是 以 下 未 扰 系 统 的 频率 方程 的 根 
£ 
«i = wb, -kz 
1 =0 (6) 
- 6, sie) EPUM 
利用 式 (3) 和 式 (5), 可 建立 第 一 主 坐标 上 的 方程 式 
Мб + айе) = [#°- «el sfl of асови) 
ZIP ERE E( ei? ~ pp) sing о) 
а Mo 应 该 由 第 一 次 近似 方程 决定 
da. c hL а» „юзю | EP _ 
17 asl 1+ п) P-e er ја рш ry)? 
a 1. ' + 
[° -|1 + Du 2x a) 
дә =e v еш n Fl wi асовф) cosgdg + Mita jun? 
© (8) 
AF 
Mi,- ne 02 + e?) (9) 
对 定常 状态 下 的 a Ho 值 按 公式 (8) 确 定 。， 
80 (a + x ET esp =0 
Ы a Mila, ty) | 
a EP ye 
e) (a)- v+ Mi (rr ДЫ f (10) 


按照 上 一 节 得 出 的 公式 , TER H 


DICES zi * п) ef? - einst" | 
w L| m 
elg —\!+т]Ф 
аа) = o, = doe a Bae] . n ri pP асозф) cospdy ap 
EO = Elp” - Pu 
倘若 此 扭转 系统 中 的 弹性 联 轴 器 具有 如 图 8-2 所 示 的 特性 ， 风 其 共振 曲线 将 如 图 8-3 
BUR. Un 


[Bl 8.3.2] 图 8-4 所 示 为 弹性 力 对 称 和 不 对 称 两 种 形式 的 振动 离心 宙 的 工作 机构 。 
偏心 轮作 反 向 同步 回转 , 产生 轴 向 激 振 力 。 机 壹 、 非 线性 橡胶 弹簧 、 主 轴 和 和 短 篮 组 成 主 振动 
系统 , 在 激 振 力 的 作用 下 产生 的 轴 向 振动 。 物 料 在 离心 力 和 轴 向 振动 力 的 综合 作用 下 , EE 
体内 单 向 涌 动 丽 不 产生 跳动 ,直至 落 入 印 料 档 中 。 РУКА К ВЕСЕО TRAE, 弹性 
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ЛЕПЕЛЯ, 具有 "“ 醒 式 "特性 ,有 利于 提高 脱水 效率 。 


M |— iA s 


H 
0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10 1.15 
EN 


t» 


图 8-3 ”振动 系统 的 共振 曲线 


(а) 对称 式 . СЪ 
图 8-4 “振动 离心 脱水 机 的 工作 机 构 示意 图 
根据 工艺 要 求 ,物料 沿 振动 离心 机 锥 体 的 内 壁 作 间歇 的 正 向 滑动 , 实现 离心 脱水 并 自动 
排 料 , 在 这 种 机 器 中 不 会 出 现 反 向 滑动 或 跳动 。 物 料 在 一 个 运动 局 期 内 的 运动 状态 如 图 8- 
5 所 示 。 在 滑动 区 间 内 , 物料 作用 在 锥 体 上 的 力 为 正 向 滑动 摩擦 力 和 惯性 力 分 量 之 和 ,在 间 
鞭 区 间 内 ,物料 与 锥 体 之 间 相 对 静止 ,只 有 名 性 力 分 量 。 
Ж рь 为 物料 的 滑 始 角 , po 为 物料 的 滑 止 角 。 可 以 推出 , 在 一 个 周期 内 物料 的 非 线性 
惯性 力 可 写成 如 下 分 段 线 方程 
- т aeos 有 ga < eX p, 2n 
| - жтышсозВ(@? Rccos8 + 215108) ф<фр<ф„ 
式 中 “mm 一 一 能 体 中 物料 的 质量 ; 
B 一 一 锥 体 锥 角 的 一 半 ; 
Вс МНЕ НУРЕ, 
0 一 一 锥 体 回转 角速度 ; 
E LIEU III 
ЖЛЕ ЭБЕ ЗЕ ИП Н D LAS BESEXEÉR ТАТ, ЧЕ SE BUS ORI 8-6 
BOR. р ' 
Ao oblati bI] FUESE, Foie ИЛЛЕГ ЫЛ ГЕ НҮН BOR st: 


Е„(21)= a2) 


HAE BERES G b K 2 A ети . 135 + 


Pm 


д + 
图 9.5“ 一 个 周期 内 物料 的 单 向 滑动 运动 во 不 对 称 振动 离心 机 的 力学 模型 
m 0 2j ki 一 大 1 M 
k MIB T. uk] T2 
MN - а) болен) Eosinyt 
ü |, NOMINE en tela | аз) 
AP zlyz2vz 质 体 1 和 质 体 2 的 位 移 \ 两 者 的 相对 位 务 ,= r1 x2; 
mi, m2 质量 1 和 质量 2, 上 质量 1 中 还 包含 物料 等 效 质量 : ma = mat masing, 
т 为 质 体 1 的 质量 ; 
Жү, ko, суус? 质 体 1 与 质 体 2 之 间 的 弹 得 在 水 平方 向 的 刚度 、 质 体 2 яшен 
ЖЕН АНЛА Р ЖЖ; 


Eo 一 一 偏心 块 产生 的 激 振 力 , Ес = mor, 其 中 mo 为 偏心 块 质量 ,r 为 偏心 


心 块 回转 角速度 ; 
A x) — BER 1 和 质 体 2 之 问 的 不 对 称 非 线性 弹性 恢复 力 ， 


cx 一 ez<z<el 
ee *tAk|(x—ea) >e (14) 
ст + Асо АВ (х +e) r< e 
式 中 c 一 一 与 线性 弹簧 4， 有 关 的 阻尼 系数 ; 
Aki, AE2 一 一 左右 间 党 弹 移 刚度 ; 
Acl,Acz 一 一 与 间隙 弹簧 有 关 的 阻尼 系数 ; 
左右 间隙 。 
振动 离心 脱水 机 通常 在 第 二 固有 频率 o, 的 邻近 工作 。 设 系统 不 存在 内 共振 ,只 分 析 
以 o; 为 主 振 频 率 的 振动 ,高 频 成 分 视 为 小 项 ,这 与 工程 实际 需要 相 易 合 。 
根据 系统 的 派生 方程 , 可 求 得 固有 频率 o, wz 以 及 相应 的 振 型 矩阵 Ou: 
Фи Ml 
P21 Pz 
其 中 фш=1, g@z=(Ë U wimi)/k (16) 
第 二 主 质量 和 主 刚度 分 别 为 
M2= Ф", МФ, K;= On KO, б, 020 


Elez 


Фм =[Ф„ 0, ] -[ 
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下 面 对 第 二 主 振动 的 单 频 振 动 进行 分 析 , 记 


AM " 
т], : Фи 
这 样 ,在 第 二 主 坐 标 上 的 运动 方程 为 
Mai + Kaz = eg Lf + ep T E CU) ef + eBosind (19) 
其 中 , 非 线性 项 可 以 整理 为 : 
„ 0 
= dieere (20) 
artaz? . 
baz + бух + be 


ao = — (ei f ффэсу— phe +2фуус — c), ај = macos!B, а= — mico? BO R, 
аз = — т„рксовёвїп®, Бу = — (17 920 Acr ба = - (07 9n YA, 
635 (0 фо) АА; е 
b= = (1 ex! Acg bs= — (0.7 p2) Aa bo= (pni —1)АЁ;е› 
并 设 z 的 一 次 近似 解 为 : 


ж = асобф = acos(ut + v) + eui (21) 
在 一 次 近似 情况 下 , 设 pl = arccos тау 为 第 一 象限 角 , фу = arccos та» 
为 第 二 象限 和 角 。 等 效 阻尼 系数 和 等 效 刚度 分 别 是 : 
аа) = ELA naga -二 (al а)ефабыпёе„ sing) 
+ азбовфь — sp) = basa (pi = Eangi) -boala ра анаа) 02) 
&(a)= Ka -È [ruhara + tai азафа(2ф + sin2ge + sin2 фу = 29, — sin2 ps) 
- ad sing, пр) + аб lag] *2bssingi + bsa| z- фа 125) 
акар) (23) 
等 效 固有 频率 为 ， 
af(a) = Jk (a) M; 《24) 
对 如 下 两 个 一 阶 微分 方程 的 求 积分 . 可 以 确定 振幅 aU EAE IO 
o Ep _ _ _ «Еу. 
ác alada- усунь, m o (5) у a an (25) 
对 于 工程 上 关心 的 定常 状态 ,由 a = 0,v =0 得 到 频率 响应 方程 为 ; 
a2M3|[e2 (а) - V P - 42(a) t = e? EB Q6) 
' 2, 2 
B =arctan EX (027) 
ВЕЕ, 可 以 求 得 包含 二 ,三 次 谐 波 成 分 的 修正 项 如 下 : 
а= =< - 1ш (a1 — as) (sinp + 3singy — sin3g, — 3sing,, ) 


LISSE LILSEI 


L.E з $. ӨӨ ҖЕ 
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+ абд, Tipa) + 


вла (sin3g, + 3singj) ~ 


+ sa(sin3g; + 3sing2) 


+ bssin2 9) = вало] xap- 4 L ida (a1 ~ as)(cos3g,, + 3соз, — cos3 — Зоовру) 


t aloga- op) + 本 L + esa (sin3 gi — 3singi) 一 Asa Gindgs ~ эзир) адр 


ER ~ing) + 


1 


8 


[ta — аз)$а (sind фу + 2sin2g@, — singm — 2sin2g,,) 


бна +2sin2g1) + 


2, 
3 basib gL 


+ T bsa(si4oo +2sin2g>) 一 ELS | X cos 


* laxe. 


1 


8 


[te — аз)«да (cost oy, + 2cos2 pm — 


—сов3ф) + 


~ ossa (Sind: E! X * 


从 以 上 结果 可 以 看 出 , 非 线 性 弹 答 和 物料 
影响 , 从 而 影响 系统 的 振 则 和 相位 差 角 。 图 8- 


C059, — 2cos2 9 ) 


1 . А 
7 broza (sin4 pr —2sin2 z) 
' 


对 系统 的 等 效 刚度 和 等 效 阻 


高 次 谐 波 频率 响应 曲线 。 图 8-7(a) 是 取 不 同 物料 质量 时 ( m,,, 20, ) 的 主 共振 


名 义 幅 ), 图 8-7(b) 是 不 同 锥 体 回转 角速度 
8-7(d) 是 物料 质量 不 同和 锥 体 回转 角速度 不 


是 相应 的 一 次 和 三 次 谐 波 项 的 正弦 与 余弦 项 的 合成 。 


0.015] 
goo 
`A 
< 0.005 
0.00! 
0709709197177 900070809 619-15 
E vf os 
(a) 物 料 质量 不 同时 的 基 波 《b) 锥 体 转速 不 同时 的 基 波 


(28) 


尼 系 数 均 有 直接 
T 为 某 振动 离心 机 振动 系统 频率 响应 曲线 和 


线 (ao 为 
(0,50,80) 的 主 共振 曲线 。 图 8-7{c) 和 国 
同时 , 二 次 和 三 次 谐 波 共振 曲线 ,其 中 As As 


-Q 
0.7 0.8 0.9 1.0 L1 1.2 


vlag 
‚ (e) dF PUE РЕУТОВЕ 《9) 有 无 非 线性 惯性 力 的 三 次 谐 波 
图 8-7 ”振动 离心 脱水 机 的 映 频 特性 曲线 
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图 8-8 所 求 。 由 图 可 以 看 出 , 不 对 称 振 动 离心 脱水 机 加 速度 曲线 有 明显 的 不 对 称 特 征 , 而 对 
称 振动 离心 脱水 机 的 加 速度 曲线 是 对 称 的 。 两 条 曲线 部 有 明显 的 非 线性 特征 。 


E | 


\ 


位 移 > 


[IM 
(а)Ж А 


Eas 振动 离心 脱水 机 的 试验 加 速度 曲线 


位 移 = 


BH: 


OARE 


[808.3.3] 传统 的 原料 破碎 设备 利用 了 冲击 作用 , PER DE iH A A RD fb CE 
效率 和 破碎 质量 的 一 种 新 型 振动 圆锥 式 破 碎 机 。 


在 激励 力 的 作用 下 , 新 型 派 动 破碎 机 的 
内 破碎 锥 绕 机 器 中 心 线 作 圈 运 动 , 内 破碎 锥 
时 而 昔 近 外 破碎 锥 ,时 而 离开 外 破碎 仅 , 实现 
对 物料 的 有 效 破 碎 。 在 玻 碎 物 料 的 过 程 中 ， 
存在 许多 非 线 性 因素 , 其 中 最 主要 的 是 物料 
层 的 非 线性 特性 。 

根据 物料 破碎 的 机 理 及 机 器 特 跌 的 机 构 
形式 , 可 以 认为 在 振动 破碎 机 与 物料 相互 作 
用 的 系统 中 , 由 于 正 向 加 印 载 , 肥 向 加 种 载 以 
及 矿石 空 队 的 充填 等 因素 影响 , 物料 层 的 恢 
复 力 是 一 种 特殊 形式 的 灌 回 恢复 力 [281。 为 
简化 起 见 , 可 以 用 图 8-9 所 示 的 有 间隙 的 双 
线性 沸 回 模型 表示 ,并 可 写成 式 (29) 的 形式 。 


kiz + ауз б z) 


kaz + аззйп( z) 
F(z)=30 
kiz + assgn( z) 


Ках + aasgn( z) 


F(x) 
Fo 
Fal 


区 间 1, 1^ 
EX [Ri 2, 2' 
区 间 3,3 
区 间 4,4 
区 间 5,5 


8-9 有 间 际 的 浙 回 模型 


za <| z| < xc 
ex) x] xs 
1zl<e (29) 
e<[<|]<zA 
zall < zc 


式 中 , sgn 为 符号 函数 ,ki 为 弹性 加 载 刚度 ;k*? 为 盟 人 性 加 载 刚度 ;ie ТВЕН за = - bizc + 


Fc;az= — kzesa3™ ~ kjejag™ ~ kiza T Fao 


内 破碎 锥 受 激 振 力作 用 ,在 хоу PEAR: 方向 与 y 方向 作 往复 运动 , 内 破碎 锥 与 外 破 
碎 包 之 问 是 依靠 物料 来 传递 能 量 。 考 虑 物料 层 的 滞 回 恢复 力作 用 ,其 振动 系统 的 力学 模型 


如 图 8-10。 


因为 新 型 振动 破碎 机 的 结构 具有 对 称 性 , 在 =, у 方向 的 破碎 过 程 及 特性 完全 相同 ,所 


以 只 研究 一 个 方向 。z 方向 的 运动 方程 为 : 
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mizi trati” rart F(x)e2moro sinet (30) 
. maXidguaxit(natra)hrit kara- F(r)-0 
AP xl,zrz2,z 一 一 质 体 1 和 质 体 2 的 位 移 及 两 者 间 的 相对 位 移 , x = mini 
ту, m2 一 一 质 体 1 和 质 体 2 的 参 振 质量 ; 
ra ВИЖ 1 的 等 效 线性 阻尼 系数 ; 
re 一 一 质 体 2 的 等 效 线性 阻尼 系数 ; 
友 2 一 一 质 体 2 与 机 座 之 间 x 方向 的 弹 筑 刚度 ; 
激 振 器 偏心 块 质量 ; 
r 一 一 偏心 块 质心 的 回转 斗 
w 一 一 偏心 块 回转 角速度 ; 
F(x) 一 一 物料 层 在 z 方向 上 的 滞 回 力 , 见 式 (29)。 


mo 


TË 


№; 


8-10 ”新 型 振动 破碎 机 的 力学 权 型 
对 于 弱 非 线性 问题 , 在 一 次 近似 的 前 提 下 , 对 物料 非 线性 滞 回 力 进 行 等 效 线性 化 表示 ， 


Вр 
Е(х)= ка tka + Обе) (31) 
在 求 等 效 阻尼 系数 r, 和 等 效 刚度 k 时 , 假设 一 次 近似 解 的 形式 为 
х= асозф + eu tn (32) 


并 在 具体 处 理 时 络 去 cu, 等 小 参数 项 。 上 式 中 a 为 相对 位 移 z 的 振幅 , р 为 相位 角 。 
记 


= е. = за = E - 
Pe=arcos 1", фа =arcos T, gycamos 7. Pe 0 (33) 


NE 8-9 所 示 的 E, А,В, C 点 对 应 的 相位 角 分 别 为 pe,2x- фа, gs, gc。 其 它 各 点 对 应 


的 相位 角 也 可 由 上 述 角度 表达 ,从 而 可 以 确定 p 在 [0,2x] 内 的 分 段 积分 区 间 。 
由 渐 近 法 导出 物料 层 的 等 效 阻尼 系数 和 等 效 刚度 为 ， 


' 140 + IE K tk ж. 2 55 RA ff у ALA А 


r. = -z4 [f F(acosg)singdo = "XLI The = созфь) 


7 2(F4 — Ëyza)(1 — созф„) + 2kre (cosg, — созф„) + 2kze(cosg, — cosge) 


+ (05 kz)asin? p, ~ (k; - kz) asin? g, — k2asin’ ps] (34) 


1 » l. 
kel | Ë F(acose)eosgdg = Гав + Ао) Сре Tsin2g,) 


talki kalga pa + елдд енд фа) +2k2e (sings sing.) — (35) 
将 物料 洪 回 力 Е( «УЕ {5 SESI P Ch MIRAREA ZME, RAR), 并 整理 


成 矩阵 形式 为 : 
Mī + Rz + Kz = É (36) 


[mmn Tran ] 
R- ; 
тта ratratrn 
[* =ke ] Ë moro sinoz | 
K= ; E= 
Tut k, 0 
采用 实 模 态 阻 足 假设 , 由 


det(K ~ oM) 50 (37) 
得 固有 频率 uj, C = 1,2) UU ES Br Sm Е Ф. 
利用 二 将 式 (36) 化 为 主 坐 标 方 程 , 记 为 : 
ma, + тл, t yr, = Fye™ (1=1,2) (38) 
则 主 坐 标 下 的 解 为 : 


Е, 
——— n аба 
eic 0) 


“ip J sr I) 
258 =1,2) (39) 


l4 
1-5 


2р 
0, = атсїап 


式 中 5 = 也 ,名 = 二 ze 一 。 则 物理 坐标 下 的 系统 响应 不 难 求 出 ， 


wo 2womy, 
= 
en - | "| (40) 
2 


假设 系统 参数 取 值 如 下 : m1 = 1 ma 72, ra = 745 70.01, А, = 100, mo 1, 7:70.55, 
w=2xx0.1,k1=1,k2=0,c=0.3, хд = 0.8, xa 70.8, zc 71.3, Fa = 1, Fa 70, Fc = 1, R) 
Pe = 1.338, pa = 0.908, o, =0.908, o, =0, 求 得 物料 层 的 等 效 阻尼 系数 和 等 效 刚 度 分 别 为 ; 
г,= 0.465, .=0.497。 由 式 (36) 和 和 式 (39) 求 得 系统 的 近似 解析 解 。 系 统 的 位 移 响 应 如 图 
8-11 中 实 线 所 示 。 用 数值 方法 得 到 的 仿真 结果 如 图 8-11 中 虚线 所 东 。 可 见 一 次 近似 解析 
解 得 到 的 响应 曲线 与 仿真 结果 -- 致 ,只 是 外 破碎 饶 存 在 一 定 的 高 次 谐 波 误 差 。 


PAE KERSO AEH RA TL PS 1415 


15 
1.0 
0.3 
£ 
3 0.0 
05 
1.0 
950 360 9б 98) 990 1000 ~O 19 or oo ui — 955 1000 
tis 1/5 
(а) 内 玖 本 能 的 时 间 - 位 移 曲 线 Ch) PERI RE ET (i b ir 
图 8-11 系统 的 位 移 响应 ( 实 线 : 解 析 解 , 虚线 :数值 解 ) 
计算 与 思考 
1. 求 系统 的 周期 解 , 式 中 0<e<1。 


х=єхт+у,у= —zr+ey- єт2у 
2. 求 下 式 折 示 系 统 的 周期 解 , 其中。 为 小 参数 。 
ž+z=el 5-0-93] 


y= [0-2] 
3. 上 题 中 系统 受 外 激励 作用 , PN EAMA IME асов, 和 5cos21, 求 系统 的 周 


期 解 。 
4. 自 激 振动 系统 的 方程 为 


"n : 
Х + oz = e(aÁ- азл?) + eey 
. + ae 

y+ wy=ela ary ) y + ea zr 


求 其 周期 解 。 
5. 求 下 面 系统 的 强迫 振动 


Зай = 1e - архе абе + 2FicosQe 

ИР . 1 

y*tejy- – 22825 aiyz – уазу= 

# аде = 2832 Фа (а? эз) аз (тї + уў) +2Еусомм 


式 中 w = wz, 03 = 201 + e0, = os + сз, Fi = efto 
6. 求 下 面 系统 的 强迫 振动 


>+ wir = – 266 + eyz 2ef cost 
yt {у = —2єй›ў + exz + 2efseosht 


к + ойх = —2єВу# + ery-2efscosQt 


142 ива ж} Жиза т k A 


KP o7 ш + o, * ea, = шу + cose 
7. 系统 的 方程 为 
Z+ zr +8e(z3+ лу?) =2є/созйг 
y+y+8e(y + х2у)=0 
式 中 Q=1+sc。 列 出 求 定常 振幅 的 方程 。 
8. 一 组 关于 旋转 输 的 运动 方程 是 : 
uit [o uzt и = — 281 1 — w osut 
ШЖ [ wuy + и;= —2енуйу— єш?и} 
在 下 列 情 况 下 确定 求 振幅 的 公式 ( pi, ps 为 固有 频率 )， 
(1) pi + 加 二 2a + ca 
(2) 3p1= w + 601, 557 Su + ес, 
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第 九 章 “” 慢 变 参数 振动 系统 的 渐 近 法 


在 振动 系统 中 , 若 质量 阻尼、 刚度 或 干扰 力 等 参数 在 一 个 "时 间 的 自然 单位 (振动 周期 
了 ) "内 仅 发 生 微小 变化 , 则 该 系统 为 宴 变 参数 系统 [!21。 换 言 之 , 慢 变 参数 在 经 历 多 个 振动 
周期 的 时 间 后 变化 才 较 明显 。 例 如 , 火 第 发 射 过 程 中 ,由 于 顽 料 不 断 地 燃烧 和 消耗 ,火箭 的 
整体 质量 是 随时 间 而 慢 变 的 ;大 型 网 气 轮机 、 发 电机 和 电动 机 等 回转 机 构 上 的 转子 , 当 转 轴 
表面 产生 裂纹 时 , 随 着 裂纹 的 逐步 扩展 和 加 深 , 转子 刚度 会 发 生 缓慢 变化 D25.146.4497241i 矿 
井 提升 机 提升 镀 笼 , 鳃 笼 与 钢 强 组 成 的 振动 系统 的 振动 质量 和 刚度 会 随 钢 绳 的 缩短 或 伸 长 
而 缓慢 变化 0?7'.241; 控 掘 机 铲 斗 的 振动 , 当 考虑 斗 杆 向 前 推进 或 往 后 退缩 时 , 可 视 为 一 长 度 
慢 变 的 摆 ; 在 采用 改变 支承 刚度 的 办 法 控制 转子 系统 过 共振 区 的 过 程 中 , 支承 刚度 是 慢 变 
的 ?各 ; 装 有 惯性 激 振 器 的 振动 机 起 动 过 程 属于 干扰 力 慢 变 的 振动 系统 ;再 如 智能 结构 的 形 
状 或 位 置 发 生变 化 的 动态 过 程 多 数 也 属于 慢 变 过 程 (31。 从 这 些 实例 可 以 看 出 , 慢 变 参数 
系统 具有 广泛 的 工程 背景 , 对 该 类 间 题 的 求解 方法 进行 研究 无 疑 是 有 实际 意义 的 。 


9.1 慢 变 和 参数 自治 系统 的 渐 近 法 


对 于 自治 的 慢 变 参数 系统 , 如 果 干 扰 力 是 小 量 , 则 系统 的 微分 方程 式 可 表示 为 


S [ucost]e «coe - ere o. dn (9-1) 
Xo оН р, r= ets 
E 小 参数 ; 
M(r) 一 一 慢 变 质量 ; 
0с) —— Р; 


Ü 
fpe SE, а) аана, 
在 带 有 慢 变 参数 的 振动 系统 中 ,固有 频率 w(r) 是 慢 变 时 间 + 的 函数 。 
我 们 假设 方程 的 解 有 以 下 形式 
т = асозф + єшү(т,а,ф) Te ult, a d) t (9-2) 
KP а Жу ERE HAMER, uile a, ф), ua (r, а, p), ЖЕП ф ЁШ 2x 为 周期 的 函 
ж. 


设 该 非 线 性 系统 的 等 效 阻尼 比 8, 和 等 效 加 有 频率 w, 表示 为 小 参数 。 ИШЕК, 
Bü 

8, =єбү(т,а) + etd2+ 

e, =o + e (7, a) + к?шр(т,а) ++ 
TRE a Mg 


de = [eð (r,a) е8 (га) Ја rege 
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dd o olr) eem Ga) + ess a) te (9-3) 


式 中 国有 频率 о0о) JEE. 
与 前 两 章 类 似 ,本章 的 核心 问题 是 利用 浇 近 法 如 何 确定 ¿u и, д, до, op шз,» 为 


了 求 出 上 述 未 知 系数 ,将 方程 (9-1) 的 左边 表示 为 上 述 未 知 系数 的 函数 ,将 方程 的 右边 展 为 
泰勒 级 数 , 令 方程 两 边 e 的 同 次 短 的 系数 相等 , 可 得 


= fira 0)+2M(r)e(r)(0ra)sng +2М(г)а (тг) ашусозф 


diM{r)e()] _ 
+ m la sind 


» 
el:k(r) E 
аф 


— +u 


2, 9032) 


EBLA) gya) + awt- 95 


2 жо m au) e Ga МСС 


W m ємо) (за) 2012201 


М(т) 
ao аМ(с)_а® 
+ die) ea у” эт dr xs] (9-4) 


式 中 
fo(c,a. d) = (с, асоѕф, — awsing, — aw^cosd ) 
filera. d) = f, (т, асовф, ~ awsing, — aw cosi) u, 


K 
+ [aiaj ~ awising + КӨЕ f, (z, асоѕф, — awsind, — aw? cos) 


8 ә? 
+м©[2 095000) 20600 15:55 E eoru, D 
p 21deo(2) | 9"12(c) dM(c) (9-5) 


МЕ? dr дфМ(с) dr 
RP f W p ЖЕЙ y ЭТЧУ z 和 速度 z 的 一 阶 导数 。 
为 了 单 值 地 确定 01.8) оз, оз ил, w2… 的 值 ,要 求 在 uq (a, ф) ВТЕ UO 


波 , 利 用 这 一 条 件 进行 相应 的 运算 以 后 , 可 求 得 


ne 2х 
иү(т,а,ф) = ia Pr ui QAO a. d)e "аф 
2 1 амда 2 . 
AGO 77 34)s(z) dz ~ zeae oe) CE e osnydy 
e (r,a)=— euet], fo rs a, обрав (9-6) 
由 上 式 可 求 出 方程 的 第 一 近似 解 
ж = асозф (9-7) 
式 中 

да _ sa d[M(z)o(z)] _ £ Bi А 
а 77 3MCOR GO dr иссо C.a, psingdy 

di . zr 

Елее 9-8) 
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等 效 阻尼 比 ð (r, а) ТАРИК olr a) RTRA 


这 时 有 


є 2r . 
alera) = MWL, Dom 


2 (9-9) 
o? = wr)- zal. Falta, ф)соврар 

ба sa — dM(r)g(r)l. 

d^ 72M(e(c) — dr с.а) (9-10) 

EDO 


在 二 次 近似 解 中 , 同样 是 uo (nsa, OP REL UC, 由 方程 (9-4) 第 二 式 得 


$›(т,а) = 


оз(т,а) = - 


1 
ЕЕЕ *2( 5), uis c o] 


oro PE a, © чада 


所 以 , 二 次 近似 解 为 


式 中 


[8] 9.1.1] 


取 


1 д(дүа} е 1a) i dMtír) 
ori да (ha) TX Ca MG) de eo] 
- Mei filera, фУсозф4ф 10 
т tacos + eu (a. d. vt) (9-12) 


= [e81(5, 4) +е20,(,а) ]a 
(9-13) 
dg 


44 Се) tew, a) t e s Co 
长 度 慢 变 的 单 扬 运 动 微分 方程 式 如 下 
3 arco? ] «2s 是 [i(e)o]+ та Сова? =0 
1 


singe — чс ө? 


‹ 


这 时 ,上 式 可 写 为 


ав dà 
Elme] mgl(e)0 = J| z, 0.80 


4д\ _ de dic), 1 
efl 1,0,2) = -2n [icol] -2er SEEDS ов 


w(r)- pe ) 


ЖЕЗ ЭЛЕТ ЖАН — Е 


д = асоѕф 
da. "a Зе (с) 
dt^ mile) | A) ° 


=) #0947 
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设 初始 条 件 : 当 270 时 ,a = ao 对 方程 组 第 二 个 方程 进行 积分 ,得 
цо) 


_а[б ш 
a = eut [EO 
从 第 三 个 方程 , 可 求 得 


p = осо - gazab T а, 


9.2 慢 变 参 数 非 自治 系统 的 渐 近 法 


9.2.1 周期 激 振 力作 用 下 的 慢 变 参数 非 线性 系统 
对 于 周期 激 振 力作 用 下 的 慢 变 参数 系统 ,其 运动 方程 式 作 适当 变换 之 后 , 可 表示 为 
是 [wo 至]* cos r| o 8 z d, Eg (9-14) 


dt’ ae? 
式 中 жани eit 
< 一 一 小 参数 ; 
М(:) BERE; 


DES "n 800 = ve YES EUROS 2x 的 非 线性 函数 。 
I58OE S MUN на жын, BEES RUSSE B CREDE BUR ( ) 也 是 慢 变 时 间 < 的 


函数 。 
首先 我 们 将 非 线性 函数 展 为 富 氏 级 数 


Flr,0, P" s £j. Xe £s). e” (9-15) 
设 方程 的 解 有 以 下 形式 
z= acos 20+ ә) + | ra, 0,20 + ә) + eu 7.6.0, 209] += (9-16) 


式 中 的 а 20 + 是 时 间 ШШШ, [so 6, Poo] (eso. 2050), -Ж 
o, o+ 9 ÉS DL 2x 为 周期 的 函数 , 当 8, 02. o wz 求 出 后 便 可 求 出 a 和。 


经 = [еёү(т,а,#) +°8,(т,а,д) ]a + 


de = (к) -ter а, 9) te ualra 9) + = (9-17) 


RP 固有 频率 оо | О. 
为 了 求 出 81 өз, д, wz 我 们 采用 庶 波 平衡 方法 , 即 


Xd Sd 4 ec ‚147° 


im [ d dz | dz dx = 
f. (almo d eaten -e F| e02, E, dz) NF "EL "E эја = o 
291 д dz dx Fr „| -Ё, = 
f. [dlm & | aoa е r| e 63 24 щен ol 23+ o]ae = o 

(9-18) 
方程 的 一 次 近似 解 为 
стас 29 +] (9-19) 
式 中 的 a 和 3 是 时 间 : 的 周期 函数 ,可 由 下 式 求 出 
Ma(e,a, 0)a (9.20) 
р = (т) - (к) em sa 9) 
未 知 函 数 81, wi 可 由 下 式 求 出 
[oto - 2o] PEL * 20) (12) = - угу Me 
_ 1 p 'Zx [2x 
MO * (А 0 Fatr,a,0, 9) 
+ e“ singdédg 
Asa) 1 
PO - Zope + 2аа(т)шу = AM) 
x ep. 2,0,9) 
‚ e созфаіваф (9-21) 
式 中 为 (- оо, + оо) E EC 
Рут, а, 9, g) 7 Е(т,б›аовф, -oo(rsing тае (коон) о, 
= - 2 
如 求 方程 的 二 次 近似 解 , 可 设 
х= aed 202] ni e so 20+ o] (9-23) 
式 中 
da a ( ей(с, а, 9) + er, a 9))a (9.24) 
goto DG) ema, 9) + ea, (7, 2,0) 


її ||. а, д, 26 + 引 可 由 下 式 求 出 
| een) ] 
DRE 
AC MG) £z 0200) — [me (r) + n ( r) 2 


2 г2к савт 
х |, JH Falt, 2,0, 9) - e "P "Pagdg (9-25) 


СЕЕ 
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Рр n 和 xm 满足 以 下 条 件 
nq + p (m + 1)>0 (9-26) 


8; 和 o; 可 由 下 式 决 定 
[осо - кору + 2% 7)(62) 
ә au А 
CN )+ =, + +2(ó0,)e, + ы ucl 
CU? singd0do 


E Zw 02x 
"ub EP fr Fir 2,0, 9) ° 
[c - "S feo (5 POS 4 2 ey 

908 a 3(8,a) (ða) 
=-[ Dt ot aa Tt dr MJ 
+ 1 У) W MUT 0, p) + e" созддёа 
2х°аМ(т)*; ° JJ 178 e cospdódo 
ye ›] (9-27) 


Рү(т,а,@,ф) = fouit f, p — aw sin n 
RF Fi(c. 2,0, Ф) 0 TR ур HARD 2= 的 周期 函数 。 akgeuASA- 次 近似 解 可 由 
式 (9-24) 一 (9.27) 求 出 。 


9.2.2 干扰 力 为 惕 变 的 非 线性 系统 ， 
Ez] + eE (sin? (9-28) 


dM(r) 27 


мые fetz, 


RFE- (O), сесі, m 和 是 常数 。 
(9-29) 


方程 的 第 一 近似 解 为 
‚ т=асо(д+9) 


RP a 和 5 是 时 间 : яман, 可 由 下 式 求 出 


ё1 Š 
=ed1(r, a, Oa (9-30) 


HN E 


dr da 
соз! 


de de 
—e(8,a)cos(Ü + 0) — awsin( + 9) – sawisin( 0 + 9) 


ә 
2244) + 2aww, E + 8) — aw cos( 0 8) 


5ТЖҤШ ЖЕРЕ ó (z. a, 9), wlr a, 9), RIR 
(9+0) = asin( 0+ а) (022 


Ee (Lo -vee 


MEM (9-31) 


жїн айн у 
i M фа + kr 


гыз 
—E NEM + Zamon Jos +) 


=eM {Lo = (0) 6 


Put Жн AAMA 


- 149. 
eM {to - (a 9 +2е(дүа) Jsin(0+ 9) 
тга у 


DES: di |+ SECOS) о, = ses 2)" Ca, gooeydy 


+ n+ ea, 4)sinddg 


+ ed) [f Ca)cosn (8 + 5) 


(9-32) 


КЕҢ 


+ fP Ca)sinn(0 + 6)) 


+ eE (c [cosósin( 0 + 9) — эїпдсоз(8 + 0) ] 
fola, d) = flacosy, — aesind, — аш?созф) (9-33) 
式 中 
Pla) = MAD 
if (9-34) 
fO (a) з +P Fola, p)sinngdg 
《ia) 和 o, 可 由 下 式 求 出 
A 1 2" . 
Mlo- »(22]1 22 2 + 2ашш = 1], fala, Ф)совраф — ECr)sing 
Mlo = vlr) Ja m +20(а) =- LP fala, gsingay — ЕСе)оовд (9-35) 
由 此 可 求 出 
2x 
(a 3) =- зм, Fola, Psingay — WT ges 
"Ux E N 
ui(ry ay8) = а], fala, ф)совфаф + WIE Wines (9-36) 
于 是 一 次 近似 方程 具有 以 下 形式 
x 
4t 77 ма е, P sinta - gg туус өэ 
ag _ — f” LEG). I 
d = wove) zial, Jola, #)eospd9 + yo nie 
利用 第 八 章 中 已 采用 的 符号 , Быу 
da _ LEG) . 
de^ AOT peu) (9-38) 
$=. a)" D + zr e 


T ind 
Malo + v(z)] ™ 
而 иү(т,а‚0,8 + OTH FERE 


ui(z,2,0,0 +9) = 1 


1 Гое to + Di (a, ф)совпфдф 
ro Z 1 - п? 9 9t 


+ sinn (8 + [Cas p)sinagao] (9-39) 
由 此 可 求 出 方程 的 一 次 近似 解 与 二 次 近似 解 
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9.3 应 用 举例 


[8)9.3.1] 分 析 如 下 受 简 谐 茹 天 作 用 的 非 线 性 振动 器 在 其 激励 力 幅 和 的 励 频率 慢 
变 、 通 过 共振 时 的 强 追 振动 。 


du dz 


mad d, t ez + da? = Esinf (1) 
AP т, п, с,4, Е 为 正常 数 。 按 下 式 引 入 无 量 纲 坐标 тү 和 时 间 t: 
Mr " 
这 样 原 方程 成 为 ( 略 去 z, A 的 下 标 ); 
ILI PEEL (3) 
3 = — -Ejda 
Аф as- ELSE T. 


BERATER), 外 力 力 幅 和 系统 偏离 平衡 位 置 量 也 较 小 (E11, K1) 
记 : 


ef(r,r,7)+eE(lr)sing = — 25-28 2 ^ Eisin@ (4) 
系统 方程 的 第 一 次 近似 解 为 
z = acos(0 + B) (5) 
其 中 a Rp 由 如 下 第 一 次 近似 的 微分 方程 组 确定 | 92 = (7), севе, 
de. a El 
d^ да тууту (6) 


ав _ 3 E 
1 ва + a mp 


先 研究 系统 的 平稳 状 态 。 这 时 ,经 0, 4# -0, 此 外 应 有 此 Lo, di stante em 
外 力 频 率 之 间 第 一 次 近似 时 的 关系 ; 


a[[ia $a a ha] ang — (7) 
由 此 得 出 的 申 频 响应 曲线 和 相 频 响应 曲线 ( 解 和 洛 励 均 用 正弦 表示 , 故 相 位 角 改 为 
[== ШЕТ 9-1 所 示 ( 参 数 取 什 m=1,c=1,n=5=0.01, E1=0 02). 


现在 研究 系统 通过 共振 的 情况 $ 设 外 力 频 率 是 时 间 的 线性 函数 : 
>(т)=›»у+ (8) 
把 "(r) 值 代入 方程 组 , 进行 数值 积分 。 在 三 种 通过 速度 (? = + 0.0001, у = +0.001, у = 
土 0.01) 的 情况 下 如 图 9-2 所 示 。 
[809.3.2] 矿山 提升 机 始 笼 与 锅 强 组 成 的 振动 系统 的 方程 为 : 


2 (Du асо) 5045-0 (9) 
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i 
-10 1.30 1.30 


CUN 


0! + 2 1 h 
0,70 0.80 0.90 1.00 1.10 1,20 1.30 
Й 


9 reni 2. 1 = 
0.70 0.80 0.90 1.00 1.10 1.20 1.30 
" 


图 9-2 [auci RODA 
其 中 m, Й, p 为 单位 长 度 钢 强 的 质量 , g 为 重力 加 速度 , 4 为 钢 强 断 面积 , E 为 弹 
HERR, c 为 阻尼 系数 , L (r ) 为 钢 绳 长度 , r = et 为 慢 变 时 间 。 求 :1) 该 系统 的 等 效 固有 频率 
wla) 和 等 效 阻 尼 系 数 8.(a);2) 一 阶 近似 解 的 振幅 a 和 相位 y 的 控制 方程 ;3) 给 出 产生 自 
激 振 动 的 条 件 。 

设 方程 的 第 一 次 近似 解 为 


x= асозф (10) 
方程 中 非 线性 项 为 
2..d 
«= -< T G) 


设 慢 变质 量 和 慢 变 刚度 为 
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1 
MG) = my + Tel (z) aD 


AE 
L(z) 


= KQ) 
e(z)= IMU) (13) 


一 次 近似 时 的 等 效 阻尼 系数 和 等 效 固有 频率 为 


K(r)= 
则 系统 固有 频率 为 


$0) =з PR + dis Ey osingdy = ур UD e a^ 
«а e) = wl | P facospae = ш? a5 
振幅 和 相位 由 如 下 方程 确定 
da - ba тда ae 
EPIS 
当 等 效 阻 尼 为 负 时 , 则 系统 振动 的 幅 值 不 衰减 , E 
d- -3 la, r)a 20 (17) 


[89.3.3] 转子 系统 的 振动 问题 是 工程 实际 中 常见 的 问题 。 如 果 转 子 存在 着 偏心 ， 
在 启动 和 制 动 过 程 中 , 就 会 产生 随时 间 慢 变 的 不 平衡 激 气 力 。 有 时 由 于 支承 原因 , 转子 系统 
的 刚度 也 具有 慢 变 特 征 。 这 些 参数 的 慢 变 都 会 使 系统 产生 不 平衡 振动 。 

假设 转子 在 z 与 y 方向 的 支承 刚度 在 控制 过 程 中 始终 保持 对 称 , 则 转子 系统 的 运动 方 
程式 可 表示 为 

тт + сат + А, (с) х = mev2sin0 (18) 

其 中 , m,e 分 别 为 转子 的 质量 和 偏心 距 ,v = 26, Cas ka (c) ЭЖ ЭҢ JE. TCR ERE RT 
m. 

4 срес,Гт = єс, (с) = kc) a (0) = (г) m, Et e? (0) = еЕ 

从 而 方程 (18) 可 化 为 


Xtow(r)r=e(Esing- сх) (19) 
应 用 渐 近 方法 解 此 方程 ,得 系统 的 一 次 近似 解 为 
` r= acos(0 + d) (20) 
其 中 ,a 和 y 由 以 下 方程 决定 
da_ «E _ fade _ eca 
dt^ Tots 7 3udc 2 
QD 
D 


de V а(ожу) 
取 e=0.01, m = 12.4kg, e = 0.04m, k (0) = 3.2 X 105N/m, сү = 0.2571, v = 6285 -1 进行 计 
5. 
图 9-3 为 一 转子 在 激励 和 刚度 慢 变 时 的 频率 特性 图 。 从 图 中 可 以 看 出 , UBER E 
的 速度 会 影响 共振 曲线 波动 的 剧烈 程度 和 稳定 区 域 的 大 小 ,刚度 的 慢 变 会 使 不 平稳 的 共振 
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曲线 产生 偏 移 。 
0.03 9.03 
E 
0.02 s 0.07 
9.01 "m 
| 
Lk aens oae S DO E S 1—7 0-0 
Са Е ЛЕ] ONE Еу 
Ноз 慢 变 参数 转子 系统 的 幅 频 特 性 
计算 与 思考 


1. 求 如 下 系统 的 振幅 和 频率 的 表达 式 ，， 
Milni] kw +а(т)и?=0 


(О) н(е) аж Сеи + еа(с)а [0 
2. 一 自 激 系统 对 慑 变 外 激励 的 强迫 响应 由 方 各 
u+ юри =Е(1-—и°)й + wf (et) 

所 描述 ,这 里 (ег) = O(1)。 试 推导 出 响应 的 一 次 近似 解 ,确定 描述 振幅 和 相位 的 方程 。 

3. 具有 慢 变 长 度 的 摆 的 振动 方程 可 以 写成 ， 

Зас 28 2100019 воднай =0 

将 sing CDL RTREGUNIS IERI, AMA 5 AU IUE ато EAR RE ОЛЕ (ЕЛИ, 

4. 某 小 质量 物体 eM 滑 梁 运动 ,对 梁 产 生 简谱 性 激励 sF C0) = Fsing, 略 去 梁 横 断面 的 
惯性 和 剪 切 力 , 梁 的 运动 方程 为 


Фу, ЕІа zn 
ЧЁ CEREALES 


еФ(г,6, y) S [eF(0) * eMg - M y], = 
zt £ 是 与 小 物体 走行 速度 , 有关 的 流动 坐标 &= evt。 相 应 于 一 阶 固有 振动 的 梁 的 单 频 振 
动 ,分析 物体 走行 速度 对 粱 振动 的 影响 。 
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第 十 章 ” 强 非 线 性 振动 系统 的 定量 分 析 方 法 


强 非 线性 振动 系统 的 研究 一 直 是 一 个 很 有 难度 的 课题 。 首 先 , 其 精确 解 很 难 求 出 ,多 数 
情况 下 不 存在 封闭 解 。 再 者 , 现 有 的 对 弱 非 线性 问题 行 之 有 效 的 近似 解法 , 如 多 尺度 法 、 渐 
近 法 等 ,难以 直接 应 用 到 对 强 非 线 性 系统 的 分 析 中 来 。 目 前 提出 的 强 非 线性 系统 的 分 析 方 
法 主要 有 广义 平均 法 ,椭圆 函数 法 ,时 间 变 换 法 、 参 数 展开 法 、 频 闪 法 、 利 用 FFT буша Ф 
法 \ 增 量 谐 波 平衡 法 ,推广 的 浙 近 法 、 能 车 法 等 ,而 所 能 够 解决 的 强 非 线性 问题 仍 是 十 分 有 限 
的 。 

在 工程 上 ,为 了 得 到 上 基体 的 周期 解 的 解析 表达 式 , 从 而 分 析 解 的 各 次 谐 波 成 分 与 各 参数 
间 的 定量 关系 ,采用 一 些 近 似 定量 解析 分 析 方法 是 非常 必要 的 。 这 里 主要 介绍 两 种 强 非 线 
性 振动 问题 的 定量 近似 求解 方法 推广 的 渐 近 法 和 能 量 法 !%1。 


10.1 用 推广 的 渐 近 法 求解 强 非 线性 拟 保守 系统 


强 非 线性 拟 保守 系统 的 一 般 形式 为 


Z+g(z)= ef(z,z) (10-1) 
gGOR z 的 任意 非 线性 函数 ,其 力学 意义 为 弹性 力 。 当 s =0 BF, TERM FTU 
+ V(z)= const (10-2) 
其 中 Y(z) = | e(6)de。 
设 式 (10-1) 对 应 的 保守 系统 
z+g(z)=0 (10-3) 


HAME zola, р)» | 
当 e340 BP, E TRIEDE 


ж=хто{а,ф) ter, (a,@)+te2z,(a,@)+ 7 (10-4) 
HF a, g 满足 方程 
de - cA (a) t A ба) + (10-5) 
Яв 2 Boa) + Bio) + &ByCa)  — 
设 初 始 条 件 为 
1=0, р=0, x(a,0)=a0, 2(а,0)=0 (10-6) 
Wr ERREK, g 和 了 也 用 等 级 数 近 似 
g(z)9 g(xg) t eg, (xo) a, +7 
(10-7) 


十 


ñ д. 
r= f| в, 52 


将 zz 以 及 5(z),f(z,z) 的 渐 近 表达 式 代 入 原 方程 (10-1), 令 e。 B ECT ЖОШ, 


++ алян ñ ORESH y k + 155 - 


得 
авіа) + (т) =0 
е (10-8) 
зв) уа з tg, (zo)z = F (zs Ар Ва) 
其 中 
Fizo As BO 2 f| zos Bo 22]- [ma 2255 ama, 2 th dn 518) (10-9) 


1. 首先 在 初始 条 件 0,9 = 0, геба,0) = а» “не” co 已 知 的 前 提 下 由 (10-8) 
ZERRI O KIR zola, p)。 

2. НО вза, ЭК ИЕ ЖИНИНЕ. 

(1) 求 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 。 通 解 由 两 个 线性 无 关 的 解 组 成 


z= (10-10) 
22 5х 21 dBo?2xo 
"SEES (10-11) 
(2) 求 式 (10-8) 之 第 二 式 的 特 解 。 ERNER makna F. HENCE Ра, 
O (2) 
259) =- z5 те Рр + ы, Fide (10-12) 


ik Fé di (10-8) 228 — 48 rla, p) 为 
w 
zi(a.9) = С(а)х( + D(Ga)xf? - zi? Fidp + = zd zÜ Fido 


SR tao саша ав aa, SIED oa 


推 知 =0 时 ,还 满足 


aro(a,0) +в Əzi(a,0) 
177 3a ШЕТ 
3xzo(a,0) _ 

да —— 


=0 


Bl z, 的 初始 条 件 为 
Әх\(а,0) Аба) 


170, 21(а,0)=0, $e = ва) (10-13) 
因此 , т, 通 解 中 待定 系数 可 以 推 得 如 下 
C(a)= cg Bu Aia) (10-14) 
D(a)-0 
这 时 ri 化 为 
E Ф w 
zila, p) = = ау Веоба а)Ау(а)т{? ш аЬ z(? F,do eA Fide 


(10-15) 
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式 (10-15) 中 的 F, 中 还 存在 着 未 知 的 А, 和 В, 需要 作 进一步 推导 。 
BrP 同 乘 (10-8) 式 之 第 - Ti 9 从 0 到 2x 求 积 

f eic? Ж? "Gon Jie - [trae (10-16) 

由 初始 条 件 及 解 tori .的 周期 性 可 知 ， 
zi (2,22) = 2? (4,0) 20 
同样 道理 ,还 应 有 
2164,0) 2 2402,22) 0 
应 时 分 部 积分 , 可知 上 式 中 左 端 等 于 0, 帮 有 
[trae = 0 (10-17) 

EM =Ë) F1Sest (10-8) Ж 2 38 — ЮГ ЗЕН p 从 0 到 2x 进行 积分 , 得 到 类 似 式 


(10-16) 的 积分 式 。 由 初始 条 件 可 得 
х02(а,0) = a]? (a,2x) £1 
由 此 并 根据 (10-15) 式 ,以 及 < 人 ,ze 人 2 的 特点 , 可 得 
аа, 0) = х,(а,2к)=0 
дх\(а,0)_дту(а,2т) 
ðp 3p 
同样 得 到 关于 P 的 积分 式 满足 


=0 


2 
[sf ride =0 (10-18) 


根据 式 (10-17),(10-18? 两 式 即 可 以 确定 A (a) Bi(a) 了 。 将 F, 的 表达 式 (10-9) 代 入 
式 (10- 17),(10-18), 通 过 计算 得 


azo 9x9, gla) azg)? 
да 3g В а)?! PPI, ap) * (e) = 0 


Р б) (2s]"- _ dB, Әхо длы 1 gla) 5 
fit Pug = - BA да 1] MA ee 2p ' 2 Ва)? 


Pro gla) dBo 
7 8081 Baag 7 Bits yl- da 
其 中 һа.) = P f| о, во 228 xe G-nn (10-19) 


由 此 解 得 A1(a) 相 masma 


А 
[=P Fide =- BoA, 


дг, 
дф 


Bolta] + (a, р) = 0 


Аба) = 元 i P E 


(10-20) 
Bi(a)7 ists X5 E hs ar) 25 zu экеа) 1169 29) 
至 此 可 以 求 得 原 强 非 线性 振动 方程 的 … 次 近似 解 
== zotert--- (10-21) 


其 中 ri(a,Pp) 为 
(а, ез = -Žige 1 dBo адь Bi zo 1 дл, 
T7506 9/7 7 Bo? Ja 7 25i da e ду Во? др в(а) др ^ 7*7 


K+3 ӨН» $ h ЮЛ АИР 
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PX 1 dBy Ixo 


1 
Bo да? EL ila, p) 


TPM 


10.2 3k Pk Ë 6 3048 T # B 65 TEE 


(10-22) 


上 节 介 绍 的 推广 渐 近 法 在 实际 应 用 中 会 受到 函数 g(z) 具 体形 式 的 限制 , 因为 式 
(10-8) 中 的 第 一 式 的 精确 解 z (a, p) 在 很 多 情况 下 不 易 求 得 , 进而 下 一 步 求解 x1, zz… 难 
以 进行 。 为 了 能 够 对 任意 形式 的 g ETLER, 下 面 介绍 一 种 以 能 量 函 数 为 基础 的 报 动 


法 , 简称 能 量 法 。 
对 于 强 非 线 性 系统 
Trg(r)=ef(r,r) 
35 z = 0 时 ,上 式 有 一 能 量 积分 


E= 


E 为 大 于 0 的 常数 。 式 中 Vi) = [Cas ,为 弹性 力 g(z) 的 势能 。 
与 该 等 能 闭 曲 线 对 应 的 摄 动 解 由 下 面 步 难 推 出 。 设 解 有 如 下 形式 


z = acosp + 5(а) = хо(а, p) 


由 能 量 积 分 特征 可 知 
V(a+ó)=V(-a+b)= Е 
вх), 
(а) =0 
当 g (x) 为 任意 时 , Ж 050, 由 于 


Уа +) V(-a t 6)]= z(a +b) - g( c a  b)t0 


故 可 由 (10-26) 式 惟一 地 求 出 5(a) 
由 式 (10-25) 求 导 得 后 代入 式 (10- 24) 可 得 


de, 1 . /3UV(a* Бу у (асве) Ва, p) 


dt lasing] 
可 以 证 明 右 端 项 根 号 能 够 被 |asing | 整除 , 且 应 注意 右 端 项 为 负 。 
对 于 e0 的 式 (10-23), 构造 如 下 报 动 解 


ж = хуа, p) ter (a e) t e^ x, (a ф) + 


da uA, (а) +е?А,(а)+ ~ 


dg = Byla, р) * eBiCas р) + Balas p) += 
2 
# E RBAN, HRSS, 下 项 ,可 以 推出 这 两 项 分 别 为 
de _ g(— at б) t g(a t 6) da 记 作 da 
d spero at b a Fo 
dib 
dt 2 


ШЕ 


=Е(а, D $9 G(a, 


(10-23) 


(10-24) 


(10-25) 


(10-26) 


(10-27) 


(10-28) 


(10-29) 


(10-30) 


(10-31) 


… 158 ° AREER P 65 SE y k Z. x A A 


其 中 
_ ,g(atb)g, (а+ь) + g(atb)g (~atb) 
Gla. 72 [aC 7a t5) - g(a + b) 
g(-a+b)g, (а +b)- g(a + b)g, (— at b) 


[gC7a t6) - g(a + b)]2 


*2F(a,b) 
因而 导出 的 z+, x 的 级 数 式 为 
z = —aBosing +e(Aicosp — aBysing + FA) + BE + ey t 
. әв, 
х= - aBy 5 sing - oBieosg 
2Bo 2Bp 


2 
Е [Ai tal a, Ja + Во зр В on] Jsing -2aBoBicosg Te 


将 g Er, ЖЖЖ 
к\т) = g(x) teg (To)TI te 
WEG 2)ЯЕ( тє, оо) Е ЗНН Е 
Роа) = fGrg ху) + elfa Gre оо) f, Crot vo) v1] + 5 
将 以 上 各 式 代入 式 (10-23), 令 两 端 e" 项 系数 相等 ,得 到 如 下 递 推 公式 


-a эр (eB e - А [2897 a ?| елар + ag, (acosp + b) 
S Falip жү, е, Za- p Ae А17 An- Во, Bie, В, -1)sing 
H3 
Fi = (хо, vo? 


综 上 所 述 , 得 到 如 下 三 个 重要 递 推 公式 


(10-32) 


(10-33) 


(10-34) 


(10-35) 


(10-36) 


_ a RN | 2Bo) . 
00 = ETETEN CE 5], [Fsing + A, [285 + а 280) is e lap 


2a 

|, Fasingdp 
Anla) = 

" li 23 mel 
f (2в, +a 932) фар 
1 ? А ав, \ . ^u 
В,(а) =- pn [Fsing + А,|2Вь +a Bao ox. sine Jag 
(n 212-7) 


10.3 一般 强 非 线性 非 自治 系统 的 能 量 法 


对 于 受 周 期 激励 的 一 般 强 非 线性 系统 
ztf(r,z.vt)* g(z)7 eos 
设 其 解 为 
т = асозр + б(а) 


根据 10.2 节 的 内 容 , 利 用 如 下 能 量变 换 


(10-37) 


(10-38) 


(10-39) 


(10-40) 


(10-41) 
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¿= £ /2[V(a + 6) V(acosp + 6)] 
E-V(a*5) (10-42) 
и=2(ф- В) 
进行 变换 , 可 将 原 方程 化 成 如 下 方程 组 
SE = bola, B) + Y [eP (a, B)eos Ёр + bP Ca, В)з ©] 
M Kg (10-43) 
48 = суба.) + 2G Воо o + PCa, sin Ёр 
车 存在 a* >0 fa 8" ,使 得 


bola, B*)=0, cola", 2) 25 


出 方程 10-40) 存 在 周期 解 。[ 即 9 =0+ e, del, + ej mos 2л /[ 25). 2y 为 振动 
mtel mle n 
频率 , 记 作 w。 
以 下 步 又 导 出 了 周期 解 x 的 近代 解析 式 
对 于 特定 的 周期 解 振 申 a ,将 式 (10-41) 对 时 间 求 导 , 应 与 式 (10- 42) 中 的 第 一 式 相等 


—a "sing = + /Va * 5) - Vacosp * 63] (10-44) 
d: 
该 式 右 端 在 0< pKr 时 为 正 , 当 к< 2 ЭЙ, язуына = E , 故 由 式 (10-44) 
可 得 
dir аа HY GT +e j= Va сер 671] 
=-— — /2[ Vla" +67) V(a* cog + 6^)] (10-45) 
а * |singl 
TAIE o 的 个 函数 ,其 窗 氏 级 数 中 只 含有 cos 项 , 即 
de =e + У) осор (10-46) 
= 


其 中 oj = w0 (а) = Ду, юу = юр (a) EER p= Лив" ett B" ç 而 由 
¿= a"sing 98 =- а" арар + Dlw coke] 
{ * dos. РЕЗА А 
ca^ {ш sing + > ep sin2g + 5 Уо [sin(& + 1)9 — sin(& — 1)9] 


积分 上 式 , 且 考虑 oy = ду, s= 2 +B8"，, 补 上 常数 bla”), 得 到 周期 解 x 的 近似 解析 式 
为 


PES «(он nn n] она nem] 


AES оа) 
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-Hest -D2 +g] J) + а”) (10-47) 
10.4 应 用 举例 
【 例 10.4.1】 用 推广 的 渐 近 法 求 如 下 自治 Duffing, van del Pol 方程 的 近似 解 。 
Хох +аз= (1-22) а) 


初 值 为 z(0)= ao,z(0)=0。 
E “方程 写成 标准 形式 . g 和 上 分 别 为 
g(z)= -z +z), f=G(1- z2)z (2) 
1. 根据 式 (10- 8) 之 第 一 式 求 z (a, p) 


2 


Bo Erta (3) 
а. 
E туа 0) ao 85293 o, „жиз 
zola, е) = acn Ee 


其 中 en 为 Jaceobi BS, КОЖ AE ФИН, ТОШ К = a? EE 
应 取 


Ва) = 552 VaI (5) 
2. R zla, g): 
DER r 
дт 2K 2K 2K 
«== -Kas 2E) anl 2K) (6 
DAR r” 
ы 1 dB = 2K: a? 2Ke 2K 
[ON MM op 0 Ф 2 Ф Ф 
zi Вуда? де; 77 n C (3 71)43072)" x ° ox 
2 еке, n Kean 2Ke Bv а ZEE n 2Ке gn 2Ке (7) 
a?-2 x= B° m x x 
ЕЕ 2 E 
Be all а?-2К (8) 
其 中 sn, dn 3 Ж Jaccobi #8 [EE ER it, Z 为 Jaccobi Zeta Hi EX. E 为 第 二 类 完全 椭 辆 积分 、 
‚ 4 Bg 
By = ° 
DRE xf 和 x 人 2 以 及 式 (10-19), 可 求 
_ [* w | әх) 
L(a,e@) - f xj fl zo Во 3g de (9) 
a o 2x 
0а, е) = [^st У хь в 58) ав ао) 


积分 后 代入 式 (10-20), 得 
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А (а) = s (ду 116829) = ie - 2) (3a? * 1) - 2(3a* - 6a? -0#] (11) 
"E 
NT 
4 Ai(a)=0, 可 由 上 式 求解 出 稳 态 时 的 振幅 a" =1.8396。 男 外 可 知人 2 cg, 
见 这 个 周期 解 是 稳定 的 。 
故 在 一 次 近似 下 ,系统 的 周期 解 为 
х=хб(а*,фр)+еєхү(а',ф) + (12) 
其 中 各 项 如 下 
Irola", p) =a" en Ke a3) 


而 由 8 = Bo + eBi+… = Bo Ë 


2)p= Bola" )t* фу (14) 
дт, ‚ 
бар) у “д Һе”, 
1 [3xo(a’, 9) 1 dBola’) zala", g) А 
*a(a "Í Ja + Буа”) da ® 2p ка эф) 
(15) 
[01 10.4.2] 用 能 量 法 求 如 下 自治 Duffing, van del pol 方程 的 周期 解 。 ` 
zertze =ell- rx) (16) 
解 
g= — z+ z, 10-504 (17) 
V(z) = [асове =- a? + Tat (18) 
可 知 6=0。 即 
хо=асозф (19) 
" ， 
de. 2[V(2) = Vlacasp)) = - | - 1 + Date latos 
1 Br a асозф 125 + фа? р 
_ 3 azcos2p/41 _ {3 | alfa 
= - Ш EM 了 oj 人 + еше) 一 4 16444 (тазод со2е 


当 上 式 根 号 内 为 正 时 ,92 有 意义 , 即 | 


-1+ 42220 аз //3-1147 , QD 
m 
Fi = f(zxo, vo) = f(acosg, — аВозіпр) (22) 
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[= singdp MAS = a'cos2g)(1 — aBysing)singdg 
A, = % 2+ 
|, (25. +a 28а = 2B jg. sied |, [25 *a E апар 
_ кш 1 +3а2/4(а2/4 + d/2 - 1/2) 
= f ЭВ, o) (23) 
2B, + а 57 | sin ede 
其 中 danig ватани 
= =acosg ++ (24) 
da, " 
a Ian (25) 
7Bo(a, e) * eBi(a.g) + 
其 中 
д B 
Bia. р) =- cg 1- J [Fising + {2B +a 4 sing + түн, snp |ар (26) 
[#9] 10.4.3] 求 如 下 系统 的 近似 周期 解 。 


Z + g Z + 2ar + 4р5 + бух? = cot (27) 


8 根据 已 有 研究 可 知 , 它 只 能 产生 o= 4575, ( =0,1,2,…) 的 共振 ( 主 共振 i=0 
和 次 谐 波 共振 121), НЕМИ 


М(х) = az? + Bri + yzŠ (28) 
由 式 (10-45) 得 
de. 
den ar E KOS +&*)— V(a *cosg+ 6 ")] 


=- E * 38a 241 By + m "1 2ya "%)соѕ2 р + lya онр] 
Tewy + оз cos2 g + wa cos p (29) 
其 中 


wo 2а зда ^2 liyan 


Ва 2 + 2уа"* 
w, = * 
1 2) 


"EL (0) 
Boy 


Bub C10- AT) BREL 1 АНОН ЖЫЗ 


_ _ 192. 19-96 1 . 
z, =a, {h zen) ex n рна" |+ 6 wo “шя 
les с " 
+10 е рани uu |} i=0,1,2,. (31) 


IT 


LIRSEIELILILXPRILETI 


计算 与 思考 
1. 用 推广 的 渐 近 法 求 如 下 系统 的 周期 解 。 


СЕЕ —є(и+т)х 


z(0)-5,z(0)-0,0€c&1, н >0 
2. Жїл FIERTE BEDA ЖИНИ. 
Z+ zr ух? tesa = afcos(lt 
3. НОТИ FREIER EFE ДАЛЕЕ 
X + z2= e (foos(t —2u £) 
4. 分 析 如 下 强 非 线性 系统 的 振动 特性 。 


З ЕЕ (z); + F(z)= Acos: 


F(z)=az+ fr? 
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第 十 一 章 ” 非 线性 方程 解 的 某 些 物理 性 质 


非 线性 方程 式 的 解 与 线性 方程 式 在 物理 性 质 土 有 本 质 的 区 别 , 主要 表现 在 以 下 几 个 方 
тщ? 1281, 

1. 当 恢复 力 为 非 线性 时 因 有 频率 是 振幅 的 函数 

对 桩 芬 方程 , 即 恢复 力 含有 位 移 的 三 次 项 的 非 线性 方程 ,其 夯 有 频率 的 近似 值 为 


Ii 


w= EITETTO (11-1) 
对 十 分 段 线性 的 非 线性 系统 , 其 四 有 频率 为 
o= Гаа 2 [o 582877] (11-2) 
或 
o- Деак i-1[z] -268]7]]] (11-3) 


(11-1) (11-3) BERI E, s PE SUAE £X e 8 55 KA, HAARE o 随 振幅 4 的 增 
大 而 增加 ;而 对 于 软 式 非 线性 振动 系统 ,固有 频率 o 随 振幅 A 的 增 大 而 减 小 。 图 11-1 表示 
有 频率 与 振幅 的 关系 曲线 。 曲 线 1 所 示 的 是 固有 闫 率 随 振幅 的 增 尖 而 增加 ;曲线 2 所 示 
的 是 图 有 频率 随 振幅 的 增 大 而 减 小 ;而 直线 3 是 线性 振动 系统 的 固有 频率 , 它 是 一 个 常量 ， 
不 随 振幅 的 变化 而 改变 。 

假如 对 某 振 动 系统 进行 振幅 逐 产 减 小 的 衰减 试验 , 测 出 其 振动 位 移 与 时 间 的 关系 由 线 ， 
当 振 幅 减 小 时 , 振动 周期 T 随 振幅 的 减 小 面 增 大 , 则 为 硬 式 非 线性 系统 ; 若 振动 周期 随 振幅 
的 减 小 而 减 小 , 则 为 软 式 非 线性 系统 ; 若 振动 周期 不 随 振幅 大 少 而 变化 则 为 线性 振动 系统 。 
如 图 11-2 所 示 , 左 图 为 软 式 非 线 性 振动 系统 的 仿真 曲线 , 右 图 为 硬 式 非 线性 振动 系统 的 仿 
真 曲线 。 


16| 
E 15 bi 
| 
1 f " 10 
£ в 5 
E: š 1 
2 5 < 
2 
0 
rr 75 7 o 10 20 30 40: 

7 ifs D 

0) (5) 

图 11-1 固有 频率 与 振幅 Bi? 看 式 与 软 式 非 线 性 系统 仿真 的 振动 曲线 

的 关系 曲线 


2. 共振 曲线 形状 不 同 于 线性 报 动 系统 的 曲线 形状 
非 线性 振动 系统 的 共振 曲线 , 即 振幅 与 频率 关系 曲线 ( 幅 频 曲线 ) 和 相位 与 频率 的 关系 


第 十 一 章 ” 非 线性 方程 解 的 其 些 物理 性 质 ` 165 ` 


WRR AR УЗЕ EI A SE ACIES IC, Ej 11-3 中 的 ab 和 “分别 示 出 在 简 谐 干 
抗力 作用 下 硬 式 和 软 式 非 线 性 系统 的 幅 频 曲线 及 相 频 曲线 。 


AN mm. 


° 


(a) 硬 式 非 线性 系统 幅 频 曲线 жаан янва суверен нна: 
811.3 занде ена 
对 于 方程 (11- 4) 所 对 应 的 非 线性 系统 , 其 共振 曲线 一 次 近似 解 可 由 下 式 所 示 


Fycosa 


(11-4) 
cw 


@ —arctan 3 
5A? — Ма? 


L3 
BE. 


按 上 式 可 作出 A — o 曲线 , SARPE + Sk + 号 时 , 为 图 11-5 (3), 35 5k — 号 时 , 则 为 


图 11-3(b)。 
对 于 分 段 线性 的 非 线 性 振动 系统 ,其 共振 曲线 的 一 次 近似 解 可 表示 为 
A= Focose 
4e[, l(e]|] 1[ez]| 
safi- tgh- il -而 到 Jj- ма (1-5) 
а =arctan ce 


Ee EG AD 1e 


ПЖ Ж с Rh, HAA a = 0" 吉 180°, cosa = 土 1。 此 时 上 式 成 为 


е =e) 2(eV [4 Taosa) e ktAk- Mo? _ 
Ai 10х\ А EFE z^ eMh |A" &АЁ 0 1-6) 


в, яшн (5) 与 六 的 关系 时 线 , 当 /| ©) = о 时 , 可 求 出 上 述 代数 方程 的 解 


Z ЖЫКЫ A — o 曲线 。 

由 图 11-3(a) 看 出 , 共振 曲线 A 的 头 部 向 右倾 斜 , HC BEC АЕ ЕЕ Ж tb IR EGO 
征 ;图 11- 3(b) 所 示 的 共振 贸 线 的 头 部 向 左倾 笠 , 此 为 软 式 非 线性 系统 的 共振 曲线 特征 。 

3. 强迫 非 线性 振动 系统 的 振动 有 灌 后 与 隐隐 现象 

对 于 非 线 性 系统 ,如 果 我 们 使 激 控 力 幅 保 持 不 变 ,而 缓慢 地 增加 激 振 频 率 , 振动 系统 的 
响应 振幅 将 洛 着 图 11-4 上 箭头 所 未 的 方向 逐渐 增 大 , 当 增加 至 一 定 值 时 , HEEL, ФЕ 
着 振幅 将 逐 半 减 小 。 反 之 ,逐渐 减 小 振动 频率 , 振 岂 将 渐渐 冀 大 , 增 至 某 一 点 之 后 , 又 会 出 更 
BBB, HUS, 振幅 将 逐渐 减 小 。 这 种 跳 聊 现象 在 线性 振动 系统 中 是 不 可 能 出 现 的 。 

由 图 11-4 还 能 看 出 ,返回 过 程 的 胱 耻 总 是 落后 于 前 进 过 程 的 胱 吻 。 这 种 现象 ,我 们 称 
它 为 沸 后 现象, 这 种 沸 后 现象 在 线性 振动 系统 中 也 是 不 会 出 现 的 。 
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САСАН SUD RON ER (b) ЗЕН ЕК SEMI Сс) ВЕ ЗЕ ЖЕНЫ ЕН EENMAA 
图 11-4 ЗВЕНО ЕК Ж ЖОЛ S ELA 
4. 共振 曲线 有 稳定 与 不 稳定 区 段 
在 简 谐 干扰 力作 用 下 的 非 线性 振动 系统 ,共振 曲线 中 有 稳定 区 与 不 稳定 区 。 共 振 曲 线 
上 两 次 跳跃 点 之 间 的 中 间 线 段 是 不 稳定 的 , 而 其 它 部 分 的 线段 是 稳定 的 。 对 于 线性 振动 系 
统 , 当 阻尼 为 正 时 , 振动 通常 是 稳定 的 。 当 阻尼 为 零 时 , 仅 在 共振 条 件 下 振动 是 不 稳定 的 。 


Hiis 非 线 性 振动 系统 夫 振 曲线 上 的 稳定 区 与 不 稳定 区 


5. 强迫 振动 系统 有 超 谐 波 响 应 和 次 谐 波 响应 

在 简谱 激 振 力作 用 下 的 非 线性 系统 , 其 强迫 振动 不 一 定 是 简 谐 振动 ,其 响应 的 波形 通常 
由 各 次 谐 波 组 成 , 除 与 激 振 力 频率 相同 的 谐 波 外 , 还 含有 频率 为 激 振 频率 Q 的 几 分 之 一 , 即 
频率 为 Q/n 的 次 谐 波 响应 及 频率 为 激 振 频 率 日 的 整数 倍 , 即 频 率 为 mo 的 超 谐 波 响 应 (， 
эп 为 正 整数 )。 

次 谐 波 振动 和 超 谐 波 振 动 有 两 点 不 同 , Вр 

(1) 超 谐 波 响应 在 -一 般 的 非 线 性 系统 中 或 多 或 少 是 存在 的 ,而 次 谐 波 响应 则 只 在 一 定 条 
件 下 才 产 生 。 

巡 ) 当 系统 中 存在 阻尼 时 ,阻尼 只 能 影响 超 谐 波 振动 的 振幅 大 小 ,但 对 于 次 谐 波 振动 ,只 
要 蛆 尼 大 于 茶 一 定 值 , 就 会 阻止 次 谐 波 振动 的 出 现 。 

由 于 存在 次 谐 波 与 超 谐 波 振动 , 非 线 性 系统 共振 频率 的 数 晶 将 多 于 系统 的 自由 度数 。 

当 激 振 频 率 接近 于 系统 固有 闫 率 的 整数 倍 ,例如 等 于 国有 频率 的 3 倍 时 , 该 系统 将 出 现 
振幅 较 大 的 而 频率 等 固有 频率 的 次 谐 波 共振 ;而 当 激 振 频 率 接近 系统 固有 频率 的 几 分 之 一 ， 
例如 三 分 之 一 时 , 则 该 系统 将 出 现 护 幅 较 大 的 其 频率 等 于 固有 频率 的 超 谐 波 共 振 。 

6. 多 个 简 谐 激 振 力作 用 下 的 组 合 振动 

非 线性 系统 受 激扬 力 FicosQ1t 和 Frosto 作用 ,该 系统 不 仅 会 出 现 频率 为 Qi M, 
20u202,304.302,…, 而 且 会 出 现 频率 等 于 两 个 茹 振 频 率 倍数 之 和 或 之 差 的 组 合 频率 的 振 
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图 11-6” 非 线性 振动 系统 的 次 谐 波 振动 与 超 谐 波 振动 
动 , 即 [mO E nl, Cn, т JERR), т, 10 0,1, (20, £051, 10, 十 221 等 。 在 某 些 


情况 下 ,组 合 频率 的 振动 较 其 它 频率 的 振动 要 多 得 多 , 现在 我 们 举例 说 明 组 合 频率 振动 的 产生 
过 程 。 
假设 某 一 非 线性 振动 系统 作用 有 两 个 频率 的 激 振 访 , 其 运动 微分 方程 式 如 下 : 
Z + оёх + bx? = FicosOi t + Facos(hz (11-7) 
方程 的 一 次 近似 解 为 
z (z) = А cosit + Aycosf2; z (11-8) 
代入 以 上 方程 
Z + шут = — 6(Aicos(l + Ascos z)? + Ficosthz + F;cosfy z 
= - b[AicosQ,: + 3A2Azcos (y cosD>: + 3 A  A2cosni tcos Q1 


+ Асов? | + F cos z + Focosfio (11-9) 
我 们 可 以 组 合 出 以 下 三 角 函 数 表示 土 式 的 右边 部 分 : 
сов}! , cos; , cos301, cos3 Mat ,cos(20 + 02)t， (11-10) 


cos(20; + 04) 2, cos| 2034 ~ 0212, cos] 20; - £1 t 
将 这 些 项 代入 前 式 , 我 们 可 以 求 出 含有 以 下 各 种 频率 的 振动 响应 ,除了 Q, 和 oa, 外 ,还 
有 高 次 谐 波 3Q1 和 30, 以 及 组 合 频率 20 + 0,,20; tM, 24- 0,192120; - 0,1. PA= 
100Hz, 0, = 120Hz, 按照 前 面 的 公式 , 会 出 现 以 下 各 种 频率 的 振动 :20, 80, 100, 120, 140, 
220, 300, 320, 340 和 360 Hz. 

т. 登 加 原理 不 适用 于 非 线性 振动 系统 

在 求解 线性 振动 问题 时 , 我们 普遍 采用 三 加 原理 ,但 对 于 非 线性 振动 系统 ,不 能 应 用 厂 
加 原理 。 如 有 以 下 线性 方程 


+282 + х= F(t) + Falt) (11-11) 
可 将 上 面 的 方程 分 解 成 以 下 两 个 方程 
+282 + ут = F(t) 01-1% 


\Ү®+281+ wz = Falt) 
OFE fa MU EX EPI) z (8 z) 83058, B 
a) man) nuQ) (11-13) 
对 于 线性 微分 方程 式 , 以 下 的 车 加 是 成 立 的 
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d"(z, t z;) ах аә 
ue tm (11-14) 
如 果 方 程 不 是 线 住 的 , 而 是 非 线性 方 得 , 由 于 高 次 项 ( n, +r), GO 822, 3, E 
在 ,因此 登 加 承 理 是 不 适用 的 , 即 出 现 了 以 下 不 等 式 
(хү+х)%®=х{+2лүг,+ 2964200) 
Crit 72) = тү+3түл,+3лул+ т}зётү+ ж} (11-15) 
d(x,* 2) dri dax) dz] (dz? da - 
En 2. 4 oa ааа 
如 果 在 非 线性 系统 中 应 用 登 加 原理 , 所 得 结果 就 会 和 实际 正确 的 结果 出 现 较 大 的 差异 ， 
其 结果 往往 是 错误 的 。 
8. 存在 频率 得 获 现 象 
在 线性 振动 系统 中 ,如果 同时 存在 频率 为 o, 和 0 两 个 简 谐 振动 , 则 当 这 两 个 频率 比较 
近 近 时 ,会 产生 拍 振 。 两 个 频率 相差 越 小 , 拍 振 周 期 越 大 。 当 两 个 频率 相等 时 , 拍 振 才 消失 ， 
两 个 振动 就 合成 为 一 个 简 谐 振动 。. 
在 非 线性 振动 系统 中 , 则 不 如 此 。 例 
如 , 自 激 振 动 系统 以 频率 wo 自 振 时 , 若 受 到 
频率 为 0 的 , 且 和 oo 相 接 近 的 激 皖 力 的 作 
用 , 则 只 出 现 一 个 频率 的 振动 , 即 频 率 Q 和 
wo 进入 同步 , 这 一 现象 称 为 “频率 俘获 "。 
能 产生 频率 俘获 现象 的 频带 , 称 为 频率 俘获 
Бо 
在 工程 中 已 得 到 广泛 应 用 的 自 同 步 振 
动机 ,由 两 台 感 应 电动 机 分 别 驱动 , 就 是 利 
玫 频 率 俘 获 原理 进行 工作 的 。 
11-7 REIN- ооо ЮЖ, X 
于 线性 系统 , 此 两 个 参数 之 间 的 关系 是 :只 
当 Q= wo 时, 10 一 wo1l 才 等 于 零 。 对 于 非 线 
性 系统 , 例如 对 自 激 振动 系统 , ЭҢ | Q оо] 
小 于 某 一 定 值 时 , 频率 Q 和 wo 将 吻合 而 出 
现 频率 俘获 现象 。 图 中 的 Ao 为 频率 俘获 


在 工程 中 ,频率 俘获 现象 已 得 到 广泛 的 
应 用 , 由 两 台 感 应 电动 机 分 别 驱动 的 并 装 于 
同一 板 动 系统 中 的 两 个 偏心 转 于 激 报 器 , 就 
是 利用 这 一 原理 而 进行 工作 的 。 目 前 在 工 
业 部 门 中 应 用 的 数 以 万 计 的 自 间 步 报 动机 图 rs 由 两 台 据 动 电机 驱动 的 自 同步 振动 机 的 工 
都 基 于 这 一 原理 。 图 11-8 表示 了 取 激 振 电 fmm 

(ш ЕЛЕЙ DRM ap UL, FERAE 

使 用 ) 驱 动 的 振动 机 示意 图 。 试 验 曾 指出 , 当 两 台 激 振 电动 机 单独 运转 时 , 其 转速 分 别 为 
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962r/ min 和 940r/min, 而 当局 时 运转 时 , 其 转速 同 为 950r/mn, 这 就 是 明显 的 频率 俘获 现 
Ra 


ОЕК ЕБ Ë [8 А LP, 还 有 作 空间 运动 的 自 同步 振动 机 。 

9. 某 些 非 线性 振动 系统 会 出 现 自 激 振动 

在 线性 系统 中 自由 振动 总 是 衰减 的 , 严格 的 周期 运动 只 可 能 是 周期 干扰 力作 用 下 产生 
的 强迫 振动 。 而 在 非 线性 振动 系统 中 ,即使 存在 阻尼 ,也 可 能 是 周期 运动 。 能 重 的 损失 可 以 
由 输入 该 系统 的 能 量 补偿 ,但 输入 能 最 的 时 间 和 大 小 由 振动 系统 本 身 进 行 调节 ,这 就 是 自 激 
振动 。 

10. 非 线性 系统 有 时 会 产生 混沌 运动 

对 于 许多 非 线性 振动 系统 , 当 其 中 的 参数 发 生变 化 时 , 系统 的 运动 就 会 从 一 般 的 周期 运 
动 \、 信 周期 运动 、 概 周期 运动 过 渡 到 混沌 运动 。 混 沌 ,这 是 一 种 貌似 随机 运动 的 确定 性 运动 ， 
确定 性 是 指 它 由 内 在 原因 而 不 是 由 外 来 的 噪声 或 十 扰 所 产生 ;而 随机 性 指 的 是 不 规则 的 和 
不 可 预测 的 行为 。 美 国 气 象 学 家 Lorenz 在 大 气 中 对 流 的 一 个 简化 模型 的 研究 中 和 日 本 物 
理学 家 Ueda 在 一 种 变形 Duffing 方程 的 研究 中 ,发 现 了 确定 性 非 线 性 系统 的 一 些 奇 怪 性 态 
一 一 混沌 性 态 。 即 在 一 定 条 件 下 , 这 些 系统 的 解 , 并 不 显现 所 预期 的 那 种 极限 性 态 , 这 类 运 
动 具有 对 初 值 的 极端 敏感 性 , 即 初始 条 件 的 微小 改变 将 会 导致 以 后 较 长 时 间 系 统 运动 轨迹 
面目 金 非 。 非 线性 系统 的 混沌 运动 具有 以 下 一 些 特性 :具有 连续 的 功率 谱 , ERES | TOU RE 
数 是 分 数 的 ,具有 正 的 Lyapunov 指数 , 正 测度 箭 等 几何 特性 ,此 外 , 混沌 运动 具有 局 部 不 稳 
定 而 整体 稳定 等 特征 。 混 沌 运动 是 20 世纪 的 重大 科学 发 现 之 一 , 在 理论 与 实际 应 用 方面 均 
有 重大 意义 。 混 汪 现 象 对 于 研究 转子 故障 或 利用 温 沌 作为 转子 故障 的 一 种 诊断 手段 ,具有 
实际 价值 ;混沌 在 通讯 保密 系统 的 设计 中 也 具有 重大 实用 意义 。 


计算 与 思考 


1. 非 线 性 振动 系统 的 共振 曲线 与 线性 振动 系统 相 比 有 什么 区 别 ? 试 选 择 一 种 非 线性 
振动 系统 的 方程 的 稳 态 解 作 出 共振 则 线 。 

2. 非 线性 振动 系统 的 固有 频率 为 什么 与 振幅 的 大 小 有 关 ? 

3. 从 非 线 性 振动 系统 的 幅 频 出 线 与 相 频 曲线 可 看 出 随 着 频率 的 变化 会 出 现 跳 路 现象 
和 潍 后 现象 . 试 举例 说 明 。 

4. 为 什么 到 加 原理 不 适用 于 者 线性 振动 系统 ? 试 举例 说 明 。 

s. 在 非 线性 振动 系统 中 为 什么 会 出 现 超 谐 共振 、 亚 谐 共振 和 组 合共 振 ? 
6. 频率 保 获 的 含义 及 机 理 , 试 举例 说 明之 。 
7 
8 


. 自 激 振动 具有 那些 特征 ? 试 举例 说 明 。 
- 为 什么 混沌 运动 是 非 线性 气动 系统 的 一 种 特殊 的 运动 形式 ? 
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第 十 二 章 “ 非 线性 系统 周期 解 的 稳定 性 


12.1 研究 周期 解 稳定 性 的 意义 及 主要 方法 


12.1.1 研究 的 意义 


对 于 线性 振动 系统 ,除了 无 阻尼 共振 情况 外 , 所 有 周期 运动 都 是 稳定 的 。 但 是 对 于 非 线 
性 系统 ,在 出 现 的 许多 不 同类 型 的 周期 运动 中 , 如 主 谐 波 振动 和 次 谐 波 振动 ,其 中 有 的 周期 
运动 是 稳定 的 , 而 有 的 周期 运动 是 不 稳定 的 ， 有 关 稳 定性 问题 的 研究 有 不 少 专门 著 
作 [6 1m 42,681 

在 工程 中 , 对 平衡 位 置 稳定 性 及 运动 状态 稳定 性 的 研究 具有 十 分 重要 的 意义 。 在 某 些 
博 况 下 ,确定 系统 在 其 平衡 位 置 上 是 否 稳定 或 研究 所 出 现 的 运动 状态 的 稳定 性 , 比 研究 运动 
状态 本 身 还 重要 。 例 如 , 在 机 械 工程 中 常 遇 到 自 激 振动 的 问题 , 其 中 关键 就 是 判别 该 系统 在 
什么 条 件 下 会 产生 自 激 振动 , 即 着 恒 研 究 自 激 振 动 的 稳定 性 及 系统 的 参数 对 稳定 性 的 影响 ， 
而 自诉 振动 的 形式 和 振幅 大 小 并 不 重要 。 

在 振动 利用 工程 中 , 双 激 柏 电 机 自 同步 振动 机 两 种 同步 运转 状态 所 对 应 的 双 仿 心 转子 
两 种 不 同 相位 的 判定 问题 是 一 个 典型 的 稳定 性 问题 3 和 %*1239]。 多 激 振 电 机 的 自 同步 振动 机 
相位 角 的 判定 也 是 一 个 稳定 性 问题 。 

振动 系统 的 运动 由 其 运动 方程 式 来 描述 ,方程 的 一 个 解 确定 了 系统 的 一 种 运动 状态 , 方 
程 的 一 个 周期 解 对 应 着 系统 的 一 种 周期 运动 , 可 以 认为 平衡 位 置 是 周期 运动 的 一 个 特例, BT 
运动 周期 等 于 % 的 周期 性 运动 ,因此 ,对 稳定 性 问题 的 研究 归结 于 对 系统 运动 方程 周期 解 稳 
定性 的 讨论 。 


12.1.2 ”研究 的 主要 方法 


判别 平衡 位 置 和 运动 状态 稳定 性 的 方法 有 多 种 ,常用 的 有 : 
1. 图 解法 
对 于 二 阶 自治 系统 或 自 激 振 动 权 统 , 通常 采用 相 平 面 法 。 对 于 平衡 位 置 的 稳定 性 , 可 由 
奇 点 的 稳定 与 不 稳定 来 判别 。 对 于 周期 解 的 稳定 性 , 可 以 由 极限 环 的 稳定 性 加 以 判别 。 
于 非 自治 系统 ,可 以 用 点 变换 (或 称 点 映射 ) 或 胞 变换 (或 称 胞 映射 ) 方 法 进行 研究 , 也 
可 以 用 频 办 法 加 以 判别 。 还 可 以 将 周期 运动 的 稳定 性 判定 问题 转化 为 Poincaré 不 动 点 的 稳 
定性 判定 加 以 解决 。 
2. RORIS 
依据 微分 方程 定性 理论 , 由 微分 方程 特征 根 实 部 的 符号 来 判定 微分 方程 的 稳定 性 ,微分 
方程 的 特征 方程 为 代数 方程 , 从 而 可 以 利用 代数 判 据 法 来 判别 线性 系统 运动 状态 的 稳定 性 。 
3. 一 次 近似 判别 法 
对 于 非 临 界 情形 的 非 线性 系统 的 稳定 性 ,可 以 用 其 对 应 的 一 次 近似 方程 的 稳定 性 来 判 
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4. 马 提 鄂 (Mathieu) 方 穆 稳 定性 判别 法 

将 微分 方程 变换 为 马 提 鄂 方程 的 扰动 方程 式 , 然后 利用 马 提 吕方 程 的 稳定 与 不 稳定 区 
域 图 判别 运动 状态 的 稳定 性 。 某 些 具 有 周期 系数 的 非 线性 系统 周期 解 的 稳定 性 问题 可 以 用 
此 方法 判别 。 

5. 里 雅 普 诺 夫 (Tyapunov) 直 接 法 (第 二 方法 ) 

根据 微分 方程 的 特点 找 出 所 谓 的 里 雅 普 诺 夫 函数 , 再 根据 里 雅 普 诺 夫 函 数 的 性 质 判别 
运动 状态 的 稳定 性 。 

6. 中 心 流 形 判 别 法 

对 于 临界 情形 的 = + m 维 非 线性 系统 的 稳定 性 ,可 以 用 其 具有 和 零 实 部 的 维系 统 中 的 
中 心 流 形 来 判定 。 


12.1.3 稳定 性 的 定义 


对 于 给 定 的 振动 系统 , 可 用 如 下 形式 的 微分 方程 表示 : 
zr-f(ü.z) z€R' (12-1) 

其 中 zx=0 时 ,系统 存在 零 解 /(0,0) = 0。 对 于 方程 (12-1) 的 任意 解 z= o GO АЖЕ 
研究 ,可 以 通过 变换 y= = - g(t) 化 为 零 解 y S 0 的 稳定 性 研究 。 以 下 仅 研究 方程 (12-1) 零 
解 的 稳定 性 问题 。 下 面 给 出 里 雅 普 诺 夫 意 义 下 稳定 性 的 有 关 定 义 。 

定义 1: 如 果 对 于 任意 给 定 的 s>0 和 ti=0, 存 在 3=8(e,tio)>0,. 对 于 任 一 满足 
11zolf<5 的 zo, 使 得 方程 (12-1) 满 足 初始 条 件 z(t0)= z 的 解 x= xz(1), 当 t>0 时 , 均 
有 11zCt)11<e, 则 称 方程 (12-1) 的 零 解 z=0 是 稳定 的 。 

定义 2: 邵 果 方程 (12-1) 的 零 解 是 稳定 的 , 并 且 存 在 83>0, 当 |1zoll< 3 时 ,使 得 对 于 满 
足 初始 条 件 хт) = za 的 解 z=z(t), 均 有 limx(t) =0, 则 称 方程 (12-1) 的 零 解 是 浙 近 稳 
定 的 。 

定义 3: 如 果 对 于 某 个 给 定 的 e >0, 无论 ó >0 怎样 小 , 总 存在 一 个 rg |12,11<8, E 
得 方程 (12-1) 满 足 初始 条 件 z (io) = zo 的 解 = x (4), 至 少 在 某 个 时 刻 £ > tp 有 
11xCa)1|>e, 则 称 方程 (12-1) 是 不 稳定 的 。 


12.2 党 系数 线性 系统 的 稳定 性 


线性 系统 的 稳定 性 研究 在 非 线性 系统 的 稳定 性 研究 中 占有 重要 地 位 , 所 以 下 面 先 研究 
常 系数 线性 系统 的 稳定 性 。 


设 常 系数 线性 系统 的 微分 方程 为 
= Ағ z€ R" (12-2) 


其 中 z= (уулого z l 为 n ERR, A = (а) nx n WESER, 9778 02-2) 098 


为 
х= Се“ (12-3) 


其 中 C= (coco se) Жл 维 矢量 。 将 式 (12-3) 代 入 方程 (12-2), 得 
(A-ADC-0 (12-4) 


Em DELLI LL йул хб À A 


dn нхо 阶 单 位 矩阵 。 方 程 (12-4) 有 非 零 解 的 条 件 是 其 系数 行列 式 的 值 为 零 , 即 
DG)-lA-AI[20 (12-5) 
展开 (12-5) 式 后 ,有 
Ажа Alta, iAtao=0 (12-6) 
其 中 4 BEA 的 特征 根 。 
由 微分 方程 理论 .有 以 下 稳定 性 定理 : 
定理 1:35 A 的 所 有 特征 根 均 有 负 实 部 , 则 方程 (12-1) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 。 
定理 2; 车 A 的 特征 根 中 至 少 有 一 个 根 有 正 实 部 , 则 方程 (12-1) 的 零 解 是 不 稳定 的 。 
定理 3: 若 A 的 特征 根 中 没有 正 实 部 ,但 有 有 零 实 部 , 则 方程 (12-1) 的 零 解 可 能 是 不 稳定 
的 也 可 能 是 稳定 的 , 但 总 不 会 是 渐 近 稳定 的 。 
定理 4: 若 A 的 特征 根 中 没有 正 实 部 ,但 有 实 部 为 零 的 单 根 ( 有 零 根 或 一 对 纯 虚 根 ), 则 
方程 (12-1) 的 零 解 是 稳定 的 , 但 不 是 渐进 稳定 的 。 
定理 5; 若 A 的 特征 根 中 没有 正 实 部 ,但 有 实 部 为 零 的 重 根 , 则 
@@D 若 每 个 重 根 的 代数 重 数 与 几何 重 数 相等 , 则 方程 (12-1) 的 零 解 是 稳定 的 。 
多 若 至 少 有 一 个 重 根 的 几何 重 数 小 于 代数 重 数 , 则 方程 (12- 1) 的 零 解 是 不 稳定 的 。 
[ 例 12,2.1】 单 摆 的 自由 振动 的 微分 方程 为 


2+ por =0 а) 
分 析 其 稳定 性 。 
d ”将 单 摆 的 自由 振动 的 微分 方程 改写 为 一 阶 方程 
din (2) 
T,=- pha, 


其 特征 方程 的 特征 根 41, А; = 土方, 由 稳定 性 定理 4 知 方程 (1) 的 零 解 , 即 单 摆 的 平衡 位 置 
是 稳定 的 。 
【 例 12.2.2】 分 析 阻 尼 振动 系统 
®+2их+ pir=0 (3) 
的 稳定 性 。 
E ”该 系统 的 特征 方程 为 
jJ 22 + pi=0 (4) 
其 特征 根 为 41,2= cut J uh o p^ ,根据 定理 1 知 , 该 系统 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 。 
[@] 12.2.3] 分 析 如 下 系统 的 稳定 性 
工 = 一 工 一 了 二 2 
y=<=-y G 
ёз хту 
解 ”该 系统 的 特征 方程 为 -A(X4+2)=0, 其 特征 根 41,2=0,43= -2。 特 征 根 1=0 
的 代数 重 数 为 2, 而 对 应 于 特征 根 4=0 的 特征 向 量 只 有 一 个 (1, 1,1), 故 儿 何 重 数 为 1。 根 
据 稳 定性 定理 5 中 第 二 项 , 知 该 系统 的 零 解 是 不 稳定 的 。 
【 例 12,2,4】 分 析 如 下 系统 的 稳定 性 


r= -5zr-5y+tz+ 


y=3r+3y_ z w 


Zrak w £ n H 3896 4 2 Н - 173 - 


#=-4х-4у-2е-2ш 

w=3r+3y+z +w (6) 

解 ” 该 系统 的 特征 方程 为 A*(X+1)(X +2)=0, 其 特征 根 为 41,2=0,43= 一 1,44= 

一 2。 对 于 二 重 根 4 = 0, 其 对 应 的 特征 向 最 有 两 个 al = (1, - 1,0,0), а= (0,0,1, -1), 故 A 
=0 的 几何 重 数 为 2, 等 于 其 代数 重 数 。 根 据 定 理 5 的 第 二 项 ,该 系统 的 零 解 是 稳定 的 。 


12.3 非 线性 系统 稳定 性 的 一 次 近似 判别 法 


对 于 非 线性 自治 系统 
<= f(x) ЄК" (12-7) 
Wt f(x E x =0 邻 域内 有 连续 二 阶 偏 导数 , 则 由 多 元 Taylor 公式 , 可 将 f(z) 展 为 
/fGz)= Az + g(z) (12-8) 
其 中 
Iz, дг, 
А=ру= | : i 
9f, 2f, 


A п ЙЕ, ре (fn foo fd r= (хуту, о) TE ИЖ, ру 为 函数 /的 
Jacobi 矩阵 , 县 非 线性 项 g(r) WE 


ap, Mtr eo 012-9 
由 此 , 式 (12- 7) 可 写成 
х=Ах+д(х) (12-10) 
其 对 应 的 一 次 近似 系统 为 
T=Ar (12-11) 


对 于 式 (12-10) 的 零 解 的 稳定 性 问题 可 分 为 两 大 类 ， 

1) 非 临界 情形 ”这 种 情形 的 非 线性 系统 的 稳定 性 胡可 以 由 其 线性 近似 系统 决定 。 

2) 临 界 情形 ”在 这 种 情形 下 非 线性 系统 的 稳定 性 态 不 能 仅 由 其 线性 近似 系统 决定 , 需 
要 考虑 非 线性 项 的 影响 。 这 种 情形 的 稳定 性 问题 , 可 以 用 里 雅 普 诺 夫 第 二 方法 ,或 者 中 心 流 
形 定理 进行 分 析 , 但 这 往往 是 很 复杂 和 困难 的 。 

本 节 仅 讨论 非 临 界 情形 的 稳定 性 问题 ,对 于 郊 界 情形 ,将 在 12.5 节 和 12.6 节 研 究 。 

对 于 非 临界 情形 的 零 解 的 稳定 性 问题 ,有 以 下 的 稳定 性 定理 ; 

定理 1; 车 一 次 近似 系统 式 (12-11) 的 矩阵 A 的 所 有 特征 值 的 实 部 均 为 负 值 , 则 非 线性 
系统 式 (12-10) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 。 

定理 2: 若 一 次 近似 系统 式 (12-11) 的 矩阵 4 的 特征 值 至 少 有 一 个 正 实 部 , 则 非 线性 系 
统 式 (12-10) 的 零 解 是 不 稳定 的 。 

定理 3: 若 一 次 近似 系统 式 (12-11) 的 矩阵 A 的 特征 值 有 零 实 部 ,而 其 余 的 特征 值 的 实 
部 均 为 负 值 。 则 非 线 性 系统 式 (12- 10) 的 零 解 由 高 阶 项 g(z) 决 定 。 

在 研究 非 线性 系统 式 (12-10) 的 零 解 的 稳定 性 问题 中 , 判定 一 次 近似 系统 式 (12-11) 的 


Re 非 线性 报 动 理论 中 的 解析 方法 及 工程 应 周 


AERE A 的 特征 值 的 实 部 是 否 均 为 贫 值 于 分 重要 。 但 当 方程 的 阶 数 n >3 后 , 解 特征 方程 求 
特征 值 将 是 困难 的 。Hurwats 定理 解决 了 如 何 判定 一 个 n 次 代数 方程 所 有 根 的 实 部 是 否 为 
负 的 问题 。 

定理 1: 实 系数 的 a 次 代数 方程 


asta" ba, Ata,=0 (12-12) 


的 所 有 根 的 实 部 均 为 负 值 的 充分 必要 条 件 是 下 列 Hurwits 行 列 式 


a, а 0 


a1 ao 
Amar A,= ,A3= јаз az a|,” 
ay az 
а; a, а, 
a, E 0 e эз 0 
as а; ау а 0 … 0 
A=], ‚| na, An- 
azn-1 @зһ-2 @2я-3 а, 


都 大 于 零 。 其 中 当 上 >n В, ау= 1,2, =0. 
由 此 可 知 ,如 果 式 (12-12) 中 有 一 个 是 零 或 是 负 值 时 , Hurts 条 件 不 成 立 , 就 不 必 再 计 
算 行 列 式 的 值 了 。 
定理 2: 式 (12-12) 的 所 有 根 的 实 部 均 为 负 值 的 充分 必要 条 件 是 
中 式 (12-12) 的 系数 全 是 正 值 , Вр a, >>0(i=0,1,…,n) 
人 @ 式 (12-12) 的 Hurwits 一 半 行列 式 的 值 大 于 零 , 即 A, -1>0, 4,。-3>0,… 应 用 定理 2 
可 以 少 计算 一 半 行列 式 的 值 。 
定理 3: 式 (12-12) 的 所 有 根 的 实 部 均 为 负 值 的 必要 条 件 
aa, >a a, (i91,2,7,n-2) 
式 (12-12) 的 所 有 根 的 实 部 均 为 负 值 的 充分 条 件 是 
аа,„>За,„уа,„; (i=1,2,-, n 2) 
灵活 运用 Hurwits 的 这 三 个 定理 ,可 以 快速 判定 特征 根 是 否 均 为 负 实 部 。 
[ 例 12.3.1】 若 有 以 下 非 线 性 方程 式 
E284 + одг = р(х, r) (7) 
RP e 为 小 参数 。 
ЖЭ e = 和 时 ,以 上 方程 变 为 以 下 载 性 方程 


Z+282+ ех = (8) 
设 方程 的 解 为 
А х= Ае (9) 
代入 方程 (8) 中 , 得 原 方程 的 特征 方程 式 
A + 20) + 02=0 (10) 
上 式 可 写成 以 下 一 般 形式 
ag Fai +а,=0 ai 


得 
ГҮЛ, 
-at Jat-4aas, 
2a, 


a= 《12) 


E+=+ W $ 3 H 175° 


如 果 以 上 方程 中 之 ap а, a, 均 大 于 零 , 即 
4,50, or>0， ai>0 a3) 
即 方程 的 特征 根 А 具有 负 实 部 , 则 方程 的 解 将 逐渐 衰减 为 零 ,所 以 运动 是 渐 近 稳定 的 。 因 
此 二 阶 方程 的 稳定 性 条 件 是 式 (13)。 . 
对 于 三 阶 代数 方程 


agà?+ta,à? + аА +аз=0 (12-13) 
为 使 + 全 有 负 实 部 , 则 应 满足 以 下 条 件 
ao ау,а,ау>0, A=a,a,-aoea,>0 (12-14) 
对 于 以 下 四 阶 代数 方程 " 
agat + а А rau aA +а„=0 (12-15) 
使 * 有 负 实 部 的 条 件 为 
49564542,45, 0470 (12-16) 


Д 74,8545 - agas- ata 4 70 
著 四 阶 方程 中 a, — 0, 即 a 的 一 个 根 为 零 , 则 四 阶 方程 可 按 三 阶 方 程 处 理 。 
任何 多 自由 麻 系 统 的 振动 方程 均 可 以 化 为 高 叭 代数 方程 , 当 方 程 的 系数 确定 以 后 , 可 用 
前 面 公式 判别 系统 的 运动 状态 的 稳定 性 。 
[ 例 12.3.1】 研究 如 下 韭 线性 系统 的 稳定 性 
Z=-2r+ty- x+ r? 
3 =sinz — y + z2y + zŠ (м) 
z= z y-—=-e*(cos= 一 1) 
Ж ”该 系统 在 x =0 附近 的 一 次 近似 系统 的 矩阵 为 
э, -2 1 >r 
A= E = | 1 -1 » 
27(0,0,0) 1 1 -1 
其 特征 方程 . x: 
D(A) = А +442+54 +3=0 ` 


ау а 


4 1 (15) 
аз а, -| 5 
由 Hurwits 定理 知 特征 方程 (12-8) 的 所 有 根 均 为 负 值 , 又 由 一 次 近似 判别 定理 1 知 该 非 线 
性 系统 是 渐 近 稳定 的 。 

【 例 12.3.2] 分 析 如 下 系统 的 稳定 性 


Fry z+ xyz 


Ау=ау=4>0 A; = | ->。 


y=r-2y+2z+ z2+ yz ae 


z=r+2y- z+ zz + yz 
解 ” 该 系统 的 一 次 线性 近似 系统 的 特征 方程 为 
D(A)-a?*2a* -54 -9=0 (17) 
因 特 征 方程 式 (17) 有 系数 为 负 的 项 , 由 Hurwits 定理 知 该 系统 的 零 解 是 不 稳定 的 。 
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12.41 线性 周期 系数 系统 稿 定性 的 一 般 定理 


设 线 性 周期 系数 系统 
т=А()х t€ (— 9, + o) IER” 

其 中 A(t) 是 (- oo, + oo ) 上 连续 的 n x n EER, А( + Т)= A(t)。 从 表面 上 看 , 线性 
周期 系数 系统 与 常 系数 线性 系统 的 解 的 稳定 性 问题 十 分 人 类似。 但 是 , 实际 上 由 于 线性 周期 
系数 系统 的 稳定 性 党 要 根据 特征 莱 数 或 特征 指数 判定 , 而 确定 特征 乘 数 或 特征 指数 一 般 是 
极其 畏难 的 , 对 于 一 般 问题 ,根本 没有 能 得 到 特征 指数 或 特征 习 数 的 解析 法 , ТЕ ЛЕ REAL ЖОЕ 
BE 4(2) 的 特征 值 的 情况 判定 线性 周期 系数 系统 的 稳定 性 , 因此 这 两 类 系统 的 解 的 稳定 性 
研究 有 很 大 的 差别 。 在 此 , 仅 给 出 两 个 稳定 性 定理 。 有 关 特 征 乘 数 或 特征 指数 的 知识 限于 
篇 幅 , 请 参见 有 关 微 分 方程 著作 。 
定理 1: 如 果 线 性 周期 系数 系统 的 一 切 特征 莱 数 的 模 都 小 于 1, 而 且 每 个 模 等 于 1 的 特 
征 乘 数 都 对 应 矩阵 C =e 下 的 车 当 (Jordan) 标 准 形 中 的 一 维 若 当 块 ( 邑 线性 周期 系数 系统 的 
一 切 特征 指数 都 有 非 正 实 部 , 且 每 个 有 零 实 部 的 特征 指数 都 对 应 矩阵 R 的 若 当 标准 形 中 的 
一 维 若 当 块 ), 则 线性 周期 系数 系统 的 解 是 稳定 的 。 
定理 2: 如 果 线 性 周期 系数 系统 的 一 切 特征 乘 数 的 模 都 小 于 1( 即 线性 周期 系数 系统 的 
一 切 恬 征 指数 者 有 非 正 实 部 ), 则 线性 周期 系数 系统 的 解 是 浙 近 稳定 的 。 
对 于 非 线性 局 期 系数 系统 的 零 解 的 稳定 性 ,有 如 下 的 稳定 性 定理 : 
定理 1: 如 果 非 线性 周期 系数 系统 的 一 次 近似 系统 的 一 切 特征 指数 都 有 负 实 部 , 则 非 线 
性 周期 系数 系统 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 。 

定理 2: 如 果 非 线性 局 期 系数 系统 的 一 次 近似 系统 至 少 有 一 个 特征 指数 具有 正 实 部 , 则 
非 线 性 周期 系数 系统 的 零 解 是 不 稳定 的 。 


12.4.2 马 提 哪 (Mathieu) 方 程 判 别 法 
车 有 以 下 非 线性 方程 


r+f(r)rtg(r)= ЕО) (12-17) 
其 中 Е()у=Е(+ Т) 
首先 建立 扰动 方程 式 , ЭГЕ BJ tsk ARZI RERA F АКЕ, HT 
r= 002) + 00) (12-18) 
AP (2) —— 818; 
ZX0(1) 一 一 方程 的 解 。 
ME 7(z) 越 来 越 小 , 最 后 趋 近 于 零 , 则 称 zo(z) 是 浙 近 稳定 的 、 
WR wt) 在 某 一 规定 的 小 区 域内 , 则 称 r EREK 
WR ?(z) 越 来 越 大 , 或 超出 规定 的 范围 , 则 称 zo(:) 是 不 稳定 的 。 


将 式 (12-18) 代 入 (12.17) 中 , 则 有 
Zotit fixo tq (оъ р) жабо р) = F() (12-19) 
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再 将 f(zo+ pR glot 9) 3392838 
н Сто) 50+ fx o + Озо) птоз &C n+ gn) = F(t) (12-20) 
EFH iyt fon) tot any) = F(t), 所 以 可 得 以 下 扰动 方程 式 
ЗЕ Сао) р LG * (1979 (12-21) 
因为 zxo(1) 是 周期 函数 , 所 以 (о) Со) +6(zo)] 也 是 周期 函数 。 因 此 ,我 们 可 
以 将 以 上 的 扰动 方程 式 变 成 带 周期 系数 的 微分 方程 式 , 即 参 数 方程 式 


ytolt)y+gl)g=0 (12-22) 
其 中 马 提 鄂 方程 即 为 其 中 一 个 特例 
$*(0,*20,c021059-0 —— (12-23) 


马 提 鄂 方程 的 稳定 性 依赖 于 Оо 和 0, 数值 的 大 小 ,根据 0, 和 ө, 的 值 可 作出 稳定 区 域 
与 不 稳定 区 域 图 , 如 图 12.1。 图 中 阴影 部 分 为 不 稳定 区 , 白色 区 域 为 稳定 区 。 
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0, 
图 12-1 “ 马 提 如 方程 的 稳定 区 与 不 稳定 区 
[12.41] 车 有 以 下 方程 
Z +0.85z * 0.052? — 0. 1053: (18) 
设 该 方程 有 以 下 次 谐 波 解 x = cost, 试 判别 此 解 是 否 稳定 。 
解 ” 设 该 方程 的 解 出 现 扰动 , 妇 > = 2cos: + 7, 因 而 扰动 方程 式 可 写 为 


有 +[0.85+3X0.05(2cost)2]7=0 《19) 
IJ (2cost)?2 =2(1 + cos2t), 所 以 有 
3+[l1S+0.15(2cos2t)]7=0 (20) 


由 稳定 性 分 区 图 12-1 查 得 的 y 正好 处 在 白色 的 区 域内 , 所 以 上 方程 的 次 谐 波 解 是 稳 
定 的 。 


12.5 里 雅 善 诺 夫 直接 方法 


设 一 非 线 性 系统 的 运动 微分 方程 为 
у= Е(у,1), УЄК", FER". 


* 178. Ж, W 8 эй ф 65 LEN ELSE 


该 系统 在 初始 条 件 y = y, 下 的 特 解 y= f(y,:) 称 为 未 扰 运 动 。 给 初始 条 件 y= yo 一 个 微 
小 的 摄 动 y= y + є(єЄ R”)。 在 此 y = yo + e 初始 条 件 下 方程 的 特 解 y= 了 (y,t ) 称 为 被 扰 
运动 。 现 引入 新 变量 > = y у, DRE SEDET LAUS 
r=y-y=/f(x:)- Ау) = g(r,1) 

并 称 为 扰动 方程 。 当 z =0, g(0,z) 三 0, 即 扰动 变量 的 平衡 位 置 对 应 于 未 扰 运 动 , А Ж 
运动 周期 解 的 稳定 性 何 题 就 转变 为 扰动 方程 零 解 的 稳定 性 问题 。 

里 雅 营 诺 夫 直 接 法 是 根据 微分 方程 式 来 构造 一 个 所 谓 的 里 雅 普 诺 夫 函数 V。 该 函数 
是 二 次 型 ,根据 函数 V 的 性 质 , 可 以 判定 微分 方程 式 的 周期 解 的 稳定 性 。 

HES VIRO, (或 V<0), 称 为 常 导 函数 , V>0( 或 V<0) 称 为 定 呈 函数, 当 VIRO, PE 
为 常 正 , V0 称 为 常 负 , 如 果 V >0, MAR V <0, 称 为 变 号 函数 。 

定理 1: 如 果 对 于 扰动 方程 可 以 求 得 一 定 号 函数 V(r, x,,x2,…), 而 其 导数 У 或 是 与 
V 符 导 相反 的 常 呈 函数, 或 等 于 零 , 则 此 未 被 扰动 的 运动 是 稳定 的 。 

定理 2: 如果 对 于 扰动 方程 可 以 求 得 一 定 号 函数 V(t, xz1, x,,…), 而 其 导数 VES V 
符号 相反 的 定 号 函数 , 则 未 被 扰动 的 运动 是 渐 近 稳定 的 。 

定理 3: 如 果 对 于 扰动 方程 存在 一 个 非常 负 ( 常 正 ) 函 数 V(z, x), 而 其 导数 是 正定 
( 负 定 ) 的 , 则 未 被 扰 运 动 是 不 稳定 的 。 

此 定理 要 求 V 函数 不 是 常 负 的 , 即 V 可 以 是 正定 的 , 常 正 的 或 变 号 函数 中 的 任何 一 
种 ,而 V EEEH, 则 未 被 扰动 不 稳定 。 

[8/12.5.31] 有 以 下 方程 


e +kz=0 (21) 
该 方程 可 写 为 
dz. 
t =y 
d 
skr (22) 
该 方程 的 总 能 量 为 
у= los +y?) (23) 


其 导数 二 = o, 所 以 ,根据 定理 1, 未 被 扰动 的 运动 是 稳定 的 。 
【 例 12.5.2】 研究 下 述 方程 描述 的 非 线性 系统 的 稳定 性 


3 


T= yr Q4) 
3 = z — ay? 
E ”构造 里 雅 普 诺 夫 函 数 V(xz,y) = z2+ 2 HARR 
V'-2zi92yy7 —2a(zt+ yl) (25) 


当 a >0 BF, V 是 定 正 的 ,而 VEERG, 由 定理 2 知 该 系统 是 渐 近 稳定 的 。 
当 a <0 BF, V 是 定 正 的 ,而 V' 也 是 定 正 的 ,由 定理 3 知 该 系统 是 不 稳定 的 。 

利用 里 雅 普 诺 夫 稳 定性 定理 判定 非 线 性 系统 的 稳定 性 , 不 但 可 以 解决 非 临界 情形 的 稳 
定性 问题 ,而 且 还 可 以 解决 某 些 用 一 次 近 做 判别 法 不 能 判定 的 临界 情形 的 稳定 性 问题 。 但 
是 构造 里 雅 普 详 夫 范 数 往往 是 困难 的 , 有 时 其 至 是 不 一 定 能 找到 的 。 
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12.6 中 心 流 形 判别 法 


对 于 临界 情形 的 非 线性 系统 , 即 一 次 近似 系统 的 特征 值 具有 零 实 部 , 当 系 统 微分 方程 的 
维 数 2223 时 ,其 稳定 性 的 判定 是 个 尚未 完全 解决 的 难题 。 利 用 微分 动力 系统 中 的 中 心 流 
形 定理 可 以 判别 某 些 临 界 情形 的 非 线 性 系统 的 稳定 性 。 

下 面 先 介绍 中 心 流 形 的 概念 。 设 非 线 性 系统 

х= Сх+Ф(т) (12-24) 
Rh z€ R" t”, C 为 非 线 性 系统 对 应 的 线性 近似 方程 的 系数 矩阵 , 在 原点 O 的 一 个 邻 域 
内 ,映射 iO R° t”, p(0)=0,D6(0) 20, 6 具有 二 阶 以 上 连续 篇 导 数 。 设 C 有 ? 个 特 
征 根 的 实 部 为 零 ,有 m 个 特征 根 的 实 部 为 负 。 于 是 经 过 非 奇 异 的 线性 变换 后 ,系统 (12-24) 
在 多肉 可 写成 
#5 Au feas v) lu, v) €QC RR" (12-25) 
v= Во+ g(u,v) 
其 中 A HB 分 别 为 nx n Ñ m X m RERE, A бул 个 特征 根 的 实 部 为 零 , B 的 m 个 特 
征 根 的 实 部 为 负 ,并 且 f:Q>R",g:0>R”,f(0,0)=0,g(0,0)=0, Df(0,0) 20, Dg(0,0) 
=0。 称 v= h(u) 为 方程 (12-25) 的 满足 上 述 条 件 的 一 个 悄 部 中 心 流 形 , 并 且 满足 上 (0) = 
0, Di(0)=0。 通 常 在 不 引起 混淆 时 简称 为 中 心 流 形 。 
将 "= 站 (za) 代 入 式 (12-25) 的 第 一 式 , 得 到 | 
s= Аи + flu, h(v)) иЄ R" (12-26) 
对 于 中 心 流 形 v= hlu), 有 下 面 的 稳定 性 定理 : 
НИЕ Е :如 果 方 程 (12-26) 的 零 解 是 稳定 { 凡 近 稳 定 ,不 稳定 ) 的 , 则 原 非 线性 系统 
(12-24) 的 零 解 也 是 稳定 ( 渐 近 稳定 、\ 不 稳定 ) 的 。 

中 心 流 形 定理 将 x + m 维系 统 的 稳定 性 问题 变换 为 ”维系 统 的 稳定 性 问题 , 降低 了 所 
研究 系统 的 维 数 ,从 而 简化 了 问题 的 复杂 性 。 对 于 特征 值 具有 零 实 部 的 非 线性 系统 ,一 次 近 
似 方 法 失效 , 而 用 里 雅 普 诺 夫 直接 方法 又 难以 构造 出 里 雅 普 诺 夫 阔 数 时 , 中 心 党 形 定理 是 一 
种 较为 有 效 的 方法 。 

下 面 介绍 如 何 构造 中 心 流 形 。 将 v= PR(xz) 代 入 方程 (12.25) 的 第 二 式 , 并 利用 链 式 求 
导 法 则 ,有 


Dh(u)u=Bh(u)+g(u,h(u)) (12-27) 
再 将 方程 (12-25) 的 第 一 式 代入 上 式 中 , 整理 后 得 到 中 心 流 形 应 满足 的 方程 
Dh(u)[Au + f(u,h(#))]—- Bh(u) - gu, h(u)) =0 (12-282) 


中 心 流 形 还 应 满足 条 件 : 、 ' 1 
A(0-0 Т%(0)=0 . (12-28b) 

从 方程 (12-27) 及 (12-28) 求 出 中 心 汲 形 v=h(Cu) 后 ,中 可 以 由 方程 (12-26) 的 稳定 性 判定 
原 系统 (12-24) 的 稳定 性 。 

需要 指出 的 是 ,要 从 方程 (12-27) 及 (12-28) 求 出 中 心 流 形 v = А (и), 一般 是 不 能 精确 
地 求解 的 。 但 是 可 以 在 保证 中 心 流 形 具有 惟一 连续 导数 的 前 提 下 得 到 v = h (u) BJ n e 
谋 的 近似 解 ,而 此 近似 解 对 于 判定 原 系 统 (12-24) 的 稳定 性 是 足够 的 。 

[ 例 12.6.1] 研究 下 述 非 线性 系统 堆 解 的 稳定 性 
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X=~y+are 
У = x + ayz (26) 
#=-к+ут°®+ ув plr, y, z) 
其 中 p(x,y,z) 是 有 连续 二 阶 偏 导数 的 非 线性 函数 ,并 且 p 一 0, 当 (zx,y) 一 0 时 。 
Ж 该 系统 对 应 的 线性 近似 系统 待 征 方程 的 待 征 根 分 别 为 1= ki A = -1, 即 特征 根 
有 有 零 实 部 和 负 实 部 。 与 (12-25) 比 较 , 知 n = 2, m = 1, 即 方程 (26) 的 前 二 式 相应 于 (12-25) 
中 的 第 一 式 ,第 三 式 相应 于 (12-25) 中 的 第 二 式 。 设 x=h(z,y) 是 该 系统 的 一 个 中 心 流 形 ， 
于 是 (12-28a) 式 成 为 


a np (tp) m 


дх ду ayh 
展开 后 得 到 确定 h(x, y) 的 偏 微 分 方程 式 
-Cytorh) + Gr tope ho Ga yh рш, у,в))=0 Q8) 
由 中 心 流 形 条 件 
A(0,0)=0, $5(9,0)-0, 90.0 =0 (29) 
ES 
z=h(z,y)= А›(х,у) + hlz, y) (30) 


Жен л, (х,у) (т, у) КОКК, А, (л, у) (х,у) Й. ЕА ЗК, НВ 
ZKEN, 得 到 
-0 (31) 
根据 式 (30), 再 令 .ja = az! + 2bry t суг, 代入 式 (30) 后 , 得 到 关于 待定 系数 a, b, с 的 代数 
方程 :-a+e+c=0a+26=0, 一 20+c=0 解 之 得 a=15=0c=1。 于 是 得 到 一 个 中 
OE 
zi ty hy. y) 
再 将 此 中 心 流 形 代入 原 系 统 的 前 二 个 方程 , 得 到 降 为 二 维 的 非 线 性 系统 
z-2-ytar[z^* y! + Ву(х,у)1 (32) 
у=х+ау[х* + у + Һу(х, у)] 
对 于 此 系统 , 其 线性 近似 系统 的 特征 根 的 实 部 均 为 零 。 取 里 雅 普 诺 夫 函 数 
У(х, у) = (22 + у?)/2>0 (33) 
其 导数 
V'(z,y)=#rz+yy=a(z22 + y llet уг) * h.(z,y)] (34) 
由 里 雅 普 诺 夫 第 二 方法 , 知 当 a >0 时 ,二 维系 统 式 (32) 的 零 解 不 稳定 , 当 a < 0 时 , 二 维系 
统 式 (32) 的 零 解 渐 近 稳定 ,而 当 а = 0 时 ,二 维系 统 式 (32) 的 零 解 稳定 但 不 渐 近 稳定 。 再 由 
中 心 流 形 定理 , 知 原 非 线性 系统 式 (26) 零 解 的 稳定 性 与 此 降 维 的 非 线 性 系统 式 (32) 的 稳定 
性 一 致 。 


12.7 应 用 举例 


下 面 分 析 摩擦 摆 在 平衡 位 置 的 稳定 性 ww 乱 看 第 一 章 中 的 图 1-3(b) 及 运动 方程 式 (1-8)。 
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为 研究 位 置 o, 的 稳定 性 ,可 设 
т=ф-ф т=ф, таф (35) 
КА (1-11), GIRE po 处 的 扰动 方程 式 
Jx*ulz-F(Q0-zz)*mglsin(go* x) = 0 (36) 
式 中 F(Q- x) = [mglcos( o + x) miz’ J f(a- z) 
由 于 所 研究 的 是 在 we 附近 的 微 拢 动 , 故 可 将 (pe+ z) FO- 2) RU 
sin( po + x )2vsingg + cospo" 工 二 (37) 
F(Q- ISFA) FQ) x+ 
式 (36) 则 为 
JXctuli-F(Q)-F(0)*mglsigg + mplcosgox = 0 (38) 
静 平衡 时 有 = 工 = 工 =0, 则 有 
F(N) ~ mgtsingo =0 (39) 
考虑 到 式 (39), 式 (38) 变 成 
Iztiui*F(00]r + mgicosgox = 0 (40) 
E n tn b= "аа (aD 
则 式 (40) 变 成 
z+aztbr=0 (42) 


Ж, 60,25 a >0, MIEREN, W po EEEREN; Ж а = 0, 则 po 是 稳定 的 ,车 a < 


0, 则 o, 是 不 稳定 的 。 


计算 与 思考 
1. 试 判别 如 下 线性 方程 组 零 解 的 稳定 性 
i=-z-y 
y= ye 
ЕТТЕ 


2. 试 判别 如 下 线性 方程 组 零 解 的 稳定 性 

r=xr— yz 
y7zrty-Àzr 
z-zx-5y-3z 


З. 试用 一 次 近似 判别 法 判别 如 下 方程 组 的 稳定 性 
| 
у= -2(1-5) 

4. 试用 一 次 近似 判别 法 判别 如 下 方程 组 零 解 的 稳定 性 


Xcesnytsinr*e -1 
y7sin(z* y) 
z-lh(1ltzrty) 


5. 试用 Hurwits 判 据 判别 如 下 方程 组 零 解 的 稳定 性 
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т=у+х? 
у= z+ ° 
= -z-2y-3z+z2 
. 试用 里 雅 普 诺 夫 直 接 方 法 判别 如 下 方程 组 等 解 的 稳定 性 


rcsin(rty) 


а 


у= —sin(y— z) 
7. 试用 里 雅 普 诺 夫 直接 方法 判别 如 下 方程 组 零 解 的 稳定 性 
х= y+ xy 


y2-zrta)y 


8. 试用 中 心 流 形 定理 判别 如 下 方程 组 零 解 稳定 性 
r= -y+rxz 
y= z +yz 
z= -z-(x +y) 
9. 试用 中 心 流 形 定理 判别 如 下 方程 组 零 解 稳定 性 
+= – 22+ ryz 


y= —y+4xy + z? 


£= 一 z 十 5zxz + z“ 
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第 十 三 章 “图解 方法 与 数值 方法 


13.1 图 解 方 法 


13.1.1 相 平 面 与 相 轨 迹 


振动 系统 的 状态 可 用 位 移 x MER y KER, zy 平面 称 为 相 平面 。zy 平面 上 的 点 即 
为 相 点 (或 称 状态 点 )。 在 相 平面 上 的 积分 曲线 称 为 相 轨 迹 。 根 据 相 轨迹 即 可 了 解 系统 发 生 
运动 的 总 情况 。 自 治 系统 的 图 解 方法 就 是 在 相 平面 上 作出 运动 微分 方程 轨迹 的 方法 。 

如 果 有 以 下 微分 方程 


2 " 
Фр ya, 85) =0 (13-1) 
ФЕ = y 则 上 式 可 写 为 以 下 一 阶 方 得 组 
dx 


(13-2) 
=- (х,у) = Q(=z,y) 


相 平面 上 方程 的 积分 曲线 上 各 点 切线 的 斜率 为 


dy.dr dy Q(x.y). 
didi dx P(z,y) ^" (13-3) 


由 系统 的 平衡 点 z=0,y=0, 可 以 推出 


SR 
І 
о 


(13-4) 


ер eg 
à 


而 根据 上 式 可 推出 平衡 点 具有 更 一 般 的 形式 
ж = ху = const. (13-5) 


y = уд = const 


平衡 状态 (zo, yo) 在 什么 条 件 下 才 是 稳定 的 呢 ? А 
如 图 13-1 所 示 的 相 平面 上 , 设 有 平衡 点 (zo, yo) 给 定 任意 小 的 正 数 y, 由 7 淡定 任意 
小 的 邻 域 8(?)。 如 果 存 在 下 面 两 个 条 件 : 


IMENLIM M . 
lx (49) - xol <ly), lyo) ~ y | € 8€ (13-6) 

2. 在 任何 时 间 + 时 , (1,<4< + o), 
50) -zol € qid yG) -yl<y (13-7) 


这 就 是 说 起 点 [x (69), y C) MEE SERA 3E AR [n (6), y CE) TIS BUB. 区域, ДӘР 
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状态 (zo, yo) 是 稳定 的 。 
TOY EE E, 局 期 解 是 一 条 或 一 组 封闭 的 
轨迹 线 。 它 满足 以 下 条 件 : 
z(t+nT)= z(t) 
y(t+nT)= y(t) (13-8) 
AP T 一 一 时 间 间 隔 , 或 周期 。 
对 于 任意 长 的 时 间 z, 方 程 的 解 都 洲 足 以 上 条 
件 。 


13.1.2. 等 倾 线 作 图 法 及 相 平面 图 上 的 奇 点 


图 13-1 平衡 点 稳定 性 条 件 的 示意 图 


根据 式 (13-3), $ = m= QE = const ,可 连 记 一 则 线 , 这 些 斜 率 相等 的 曲线 (或 直 


CPG.) 
线 ), 称 为 等 倾 线 。 

为 了 用 等 价钱 法 作出 相 平 面 图 ， 
先 在 z, y 平面 图 上 作出 斜率 相同 的 
点 ,把 它们 连 成 曲线 (如 图 13-2 所 
示 )。 沿 曲线 作 斜 率 相同 的 微小 的 直 
线段 ,然后 由 初始 点 (zo, yo) 开 始 , 向 
前 向 后 依次 作 征 小 线段 , 使 此 微小 线 
БОРИ ЕК ЙЕ РЕП ДЕ, 并 将 
这 些小 线段 顺 次 联接 起 来 , 即 可 求 得 
Task. ЖИЫ Б У ER ЕЎ 
E cd Eg 


值得 注意 的 是 相 平 面 图 上 根据 轨 
迹 线 的 形状 所 出 现 的 各 种 奇 点 和 极限 
-2 等 倾 线 作 图 
环 ,图 13-3 表示 了 各 种 奇 点 和 极限 环 ë 
的 形状 。 


1. 中 心 (图 13-3(a)): 闭 合 相 轨迹 线 中 间 的 点 称 为 中 心 ,每 一 闭合 的 积分 曲线 代表 一 个 
周期 解 。 中 心 代表 振动 系统 的 平衡 状态 , 在 中 心 (孤立 奇 点 ) 邻 近 的 曲线 都 是 闭合 的 ,所 以 这 
个 奇 点 是 稳定 的 。 

2. 焦点 (图 13-30) :通常 是 螺旋 线 的 终点 或 起 点 。 如 果 螺 旋 线 的 方向 是 朝向 内 部 的 ， 
则 此 终点 为 稳定 焦点 ;如 果 螺 旋 线 的 方向 是 向 外 的 , 则 此 起 点 为 不 稳定 焦点 。 因 为 没有 佬 合 
曲线 , 所 以 没有 周期 解 。 . 

3. 结 点 (图 13-3(c), (d)) :为 曲线 族 的 交点 ,如果 曲线 方向 朝向 该 点 , 则 此 交点 为 稳定 
结 点 ;如 果 曲 线 方向 由 该 点 朝向 外 部 的 , 则 此 交点 为 不 稳定 结 点 。 因 为 没有 闭合 曲线 , 也 就 
没有 周期 解 。 

4. 鞍点 (图 13-3(d)): 只 有 积分 曲线 x =0,»=0 通 过 原点 , 其它 的 全 在 原点 附近 经 过 ， 
这 个 类 型 的 奇 点 叫 鞍 点 , 鞍点 是 不 稳定 的 。 

5. 极限 环 (图 13-2): 极 限 环 即 是 相 平 面 图 上 的 封闭 曲线 。 如 果 当 + 大 于 某 一 定 值 时 ， 
积分 曲线 进入 某 封 凯 的 环形 曲线 , 则 此 环形 曲线 , 即 极 限 环 是 稳定 的 。 如 果 当 上 大 于 某 定 值 
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时 , 积分 曲线 的 方向 是 由 某 环 形 曲线 流向 它 的 外 部 , 刚 此 环形 曲线 , ПЕ РР E o 
因为 一 个 极限 环 通常 代表 一 个 周期 解 ,如 果 极 限 环 是 稳定 的 , 则 周期 解 也 是 稳定 的 ;如 果 极 
限 环 是 不 稳定 的 , 则 周期 解 也 是 不 稳定 的 。 


OO 


@)Фбй = +1 quan +1 (дд з= +1 
N < 
(OSA у= +1 (ER; --1 (DX 5-0 


А 外 13-3 各 种 奇 点 图 
【 例 13.1.1】 具有 非 线性 弹性 力 的 无 盟 尼 振动 系统 , 其 运动 方程 式 为 
E+ar+bz)=0 
变换 为 一 阶 方程 组 
diy 
dy Car +r’) 
dy. Q(z, x) _ = (az = bz2) 
dr Р(х,у) y 
根据 以 上 方程 ,可 在 相 平面 图 上 作出 积分 曲线 。 图 13-4(a) 是 当 a >0, 0 0 的 情形 。 
由 图 看 出 ,该 图 中 有 一 个 中 心 及 一 组 封 亲 曲线 ,每 条 曲线 代表 一 个 同期 解 , 图 13-4(b) 是 当 
a 70, 6 «0 的 情况 , 例如 单 摆 的 运动 就 属 此 例 , 该 图 中 有 一 个 中 心 和 一 个 鞍点 。 在 图 示范 
围 内 ,在 在 若干 封闭 曲线 .因此 在 此 区 域内 有 周期 解 存在 。 


(b) 
图 13-4 ”看 式 与 软 式 非 线 性 振动 系统 的 相 轨 迹 图 


[m 13.1.2] 某 自 激 振 动 系统 , 其 运动 方程 式 为 


®=‹(1—м')х+хт=0 
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变换 为 一 阶 微分 方程 式 


dr. 

do 

Ф -у+е(1-х%)у 
dy, <ха+(1—-х?')у 
ах y 


当 e=0.1 和 es=1 时 , 则 可 求 出 如 图 13-5 所 示 的 相 轨迹 。 由 图 看 出 , 图 中 有 一 条 封闭 
轨迹 线 。 这 条 闭 轨 线 把 x y 相 平面 分 成 两 部 分 。 在 此 封闭 轨迹 线 以 外 的 所 有 轨 线 都 不 是 
封闭 的 , 而且 当 时 间 增 加 时 ,都 盘旋 地 无 限 趋 近 于 此 曲线 。 在 其 内 部 的 所 有 轨 线 也 都 不 是 封 
闭 的 , 而 且 当 时 间 增 加 时 从 里 而 逐渐 接近 此 闭 贺 线 。 因 此 , 这 个 闭 轨 线 , 即 极限 环 是 稳定 的 。 


而 图 中 的 一 个 奇 点 (焦点 ) 是 不 稳定 的 。 


E0.1 


а) [5 


图 13-5 某 自 所 系统 的 相 执 线 图 
13.1.3 连 那 得 (Lienard) 作 图 法 
有 以 下 方程 
£z, 坚 +e(z)=0 
FE foy Bx) 
范 德 波 方程 和 圭 瑞 方程 都 可 归 为 这 一 类 。 
令 
. x 
FG) = |ба 
dz 


day- Fla), ya 88+ Р(х) 


则 有 


dr dy dF(z)dz dy. dz 
a de de de de Dar 


(13-9) 


(13-10) 


(13-11) 


(13-12) 
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但 由 式 (13-9), 得 


Ф а 
Ado (y -я(=) (13-13) 
将 式 (13-12) 代 入 上 式 , 得 
tg (13-14) 
因而 有 
dro 
doo КО) (13-15) 
而 
dy. —g(z) 
dz“ y- F(a) (13-16) 
ThERBS SLE 
dz. 2— F(z) (13-17) 
dy  -gí(x) 
Leinard 作 图 法 的 步 又 是 : 


1. WE A 曲线 :y= F(z), 即 y~F(r)=0; 

2. 过 MG y)8 IE EA MCD, X A 曲线 于 DD; 

3, р 作 水 平 线 DN, 交 y 轴 于 N; 

4. 连接 NN 与 M, 过 M 点 作 MI HERR; 

5. 由 点 М(хо y0) 起 始 作 切 线 MM”， 
HEMM , MM”, 连 成 折线 ,再 作 光 滑 曲 
线 , 即 得 此 积分 明 线 (如 图 13-6)。 

因为 法 线 MN 的 斜率 从 好 是 积分 曙 线 


м 点 切线 的 - i sem mg- 


图 13-6 Leinard 作 图 法 


z DN° 
上 面 的 作 图 法 还 可 以 采用 下 面 的 一 个 变换 , 经 变换 之 后 , 作 图 更 加 方便 。 
引用 变换 


d 
z, = [тй = = (13-18) 

可 将 方程 

d dz, = 

di +f(z) tr-0 (13-19) 
变换 为 

dx 4 

IL LESE (13-20) 
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因为 
ш, + [ло dey + feae -0 


EP 
Ш == МЕА. Д 


即 
dz {4 
[Zu feline 
于 是 有 
Žr Q[dz 
ác rfian =o 
其 中 
da da) {dz 
(al pE] 
采用 以 下 方程 
dz, 
"abl 
FO) -zi 
Bp 
d 2 Fou 
dz, » 
图 13-7 中 的 A 曲线 是 z+ FC) = 0, fd 
DM= -> 全 =CM-CD= 2, + Р(у) 
所 以 有 
DM. dy 
y dz, 
例 : 具 有 干 摩擦 的 自治 系统 ,可 由 以 下 方程 式 表示 
£2 e Азыз E, =n 


A 曲线 的 方程 可 表示 为 
T+F(y)=0 


>р}, РО) = +A 


мат соні, F(y)*-A 


A ваз 
х= -Е(у)= -А, уров, 
х= Е(у)=А, щ y<0 N 


(13-21) 


(13-22) 


(13-23) 


(13-24) 


(13-25) 


(13-26) 


(13-27) 


(13-28) 


(13-29) 
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积分 曲线 Г 可 以 按 下面 的 方法 画 出 , 上 半 相 平面 的 N 点 是 Si, 下 半 相 平面 的 N 点 是 
Sz, 也 就 是 曲线 A 是 由 以 Sl 和 S, 为 中 心 关 弧 所 组 成 (图 (3-8); 


` +F(y)= 
+ РО)=0 


图 13-7 改进 的 连 那 得 作 图 法 图 13-8 积分 曲线 T 
13.2 点 映射 与 胞 映射 作 图 法 


点 映射 法 和 下 一 节 要 讨论 的 胞 映射 法 是 
一 种 适用 于 研究 强 非 线性 系统 全 局 性 态 的 有 效 方法 。 该 法 是 通过 计算 机 绘图 得 出 所 要 研究 
的 结果 ,因此 我 们 把 这 种 方法 也 称 为 图 解 方法 00 了 25807916.36]。 当 我 们 研究 非 线性 动力 
系统 时 , 首先 感 兴趣 的 是 研究 平衡 状态 的 位 置 及 其 稳定 性 , 而 研究 非 线性 系统 周期 运动 的 形 
式 及 其 稳定 性 , 则 是 本 章 研究 的 主题 , 这 两 项 内 容 是 我 们 分 析 和 研究 非 线性 条 统 的 主要 目 
标 。 对 于 弱 非 线性 振动 系统 , 各 种 手动 方法 都 是 有 效 的 ;但 对 于 强 非 线 性 振动 系统 , 如 果 希 
望 得 到 对 全 局 性 态 的 精确 描绘 , 摄 动 方法 在 多 数 情 况 下 是 不 适用 的 , 甚至 会 完全 失效 。 点 映 
射 法 和 胞 映射 法 用 于 分 析 非 线性 系 较 全 局 性 态 ,是 一 种 十 分 有 效 的 方法 。 
13.2.1 点 映射 系统 

考察 由 以 下 方程 控制 的 周期 性 非 自治 动力 系统 

х(#ўу=/(х,!) (13-30) 

RP x 为 n ҖЕЗС Ж, 为 实 型 向 量 函数 ,了 对 x 而 言 是 非 线性 的 ,了 对 显 含 的 : 是 周期 性 
的 ,我 们 可 以 不 失 一 般 性 地 认为 周期 等 于 1。 

假如 我 们 能 把 系统 在 周期 末 的 状态 用 系统 在 局 期 初始 状态 来 表示 , 则 上 上 式 可 改 守成 以 
下 差分 方程 组 


x(n+1)=g(x(n)) ”为 整数 (13-31) 

车 动力 系统 的 形式 如 式 (13-31》 所 示 , 则 状态 向 其 x(n) 只 定义 在 整数 时 刻 ; 即 不 研究 

系统 运动 的 连续 时 间 历 程 ,而 只 研究 在 一 系列 离散 时 间 瞬 时 系统 的 状态 。 研 究 式 (13-31) 的 

解 ,在 确定 了 式 (13-31) 系 统 的 性 态 之 后 ,需要 时 就 可 以 团 到 原 系统 , 并 得 到 连续 时 间 历 程 。 
以 式 (13-31) 的 方式 定义 的 系统 称 为 点 映射 系统 。 


13.22 不 动 点 及 其 种 类 
下 面 用 坞 示 说 明 点 岗 射 过 程 及 不 动 点 的 概念 。 
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在 图 13-9 中 用 三 个 平面 分 别 表示 时 间 с 0, = T fl =2T 时 的 相 平面 。 设 在 相 平 面 


(120) Elf A puro, уо) Т, E ; = T OPEL, WARE p (z y) руб тү, у) 
点 经 过 T 后 ,又 映射 到 p,(xz2,y2) 点 上 。 如 果 将 这 一 映射 过 程 绘制 在 一 个 相 平面 上 , 如 图 
13-10 所 示 , 就 是 点 映射 法 的 图 示 过 程 。 
Pilars) 
Palan yo) ^ Ps 
Po 
PG >)” 
Р, 
P; 
RM 
图 13-9 点 映射 过 程 (1 ) 与 点 映射 过 程 (2) 图 13-10 高 次 谐 波 映射 过 程 
所 谓 不 动 点 就 是 经 过 时 间 T 后 的 映射 点 与 原来 的 位 置 相 同 , 即 ; 


z" (n)=g(z"(n)) 
对 于 二 维 问题 可 以 写成 , rz= тү, у= у, UP ti уу, ху, уз 分 别 代表 映射 点 pi рое 
由 上 面 公式 可 知 ,不 动 点 代表 系统 的 周期 解 或 平衡 位 置 。 其 中 周期 解 可 能 包括 高 次 谐 
波 解 或 次 济 波 解 。 图 13-10 RARR B hutas, 


13.2.3 用 点 映射 法 求 非 线性 系统 周期 运动 一 不 动 点 


由 于 非 线性 系统 运动 的 复杂 性 .在 分 析 域 内 可 能 存在 多 种 周期 运动 。 当 我 们 研究 非 线 
性 动力 系统 时 , 首先 感 兴趣 的 是 所 有 的 周期 运动 以 及 它们 的 稳定 性 , 而 点 映射 法 是 求解 周期 
运动 和 不 动 点 的 有 效 的 数值 方法 。 祖 据 长 期 的 研究 经 验 , 提出 一 套 算 法 , 可 以 方便 地 求 出 非 
线性 系统 Poincare 截面 上 的 不 动 点 .绘制 出 时 间 历 程 曲线 。 

算法 的 基本 思想 ， 

一 般 情 况 下 , 相 平 面 上 的 点 ,经 过 有 限 的 时 间 后 ,进入 茶 周 期 运动 ,而 成 为 不 动 点 。 这 一 
有 限 的 时 间 称 为 过 滤 过 程 。 进 入 某 周期 后 系统 作 稳 态 运 动 。 这 里 所 讲 的 算法 就 是 从 这 一 运 
动 过 程 分 析 得 出 的 。 取 相 平 面 上 的 有 限 个 点 作为 初始 点 , 从 各 个 初始 点 出 发 进行 连续 地 点 
映射 (利用 四 阶 龙 格 库 塔 法 求 z(n +1)= g(xln)), 当 映射 的 次 数 足够 多 时 ,就 会 进入 某 周 
期 运动 而 成 为 不 动 点 。 以 下 的 算法 是 如 何 由 这 一 映射 序列 来 确定 周期 运动 , 也 就 是 不 动 点 。 

下 面 以 van der Pol 方程 为 例 , 说 明 周期 运动 的 求法 。 

Z+ plr? — 1)£ + z = Feosat 

其 中 ,FF=9.0,w=3.1416, и = 4.125, 

首先 根据 略 知 的 运动 特性 确定 分 析 区 间 , 该 问题 的 分 析 区 闻 为 : ~ 3.03.0, -5.2 
«ux5.2. 

第 二 , 在 分 析 域内 选取 有 限 个 点 作为 初始 点 (一 般 为 矩形 网 格 的 中 心 点 ), 利用 数值 积分 
法 计算 一 个 周期 后 的 位 置 , 即 求 初始 点 的 上 映射 点 ,然后 再 从 映射 点 出 发 连续 地 进行 点 映射 足 
够 多 的 次 数 ,例如 500 次 ,将 最 后 的 21 次 映射 点 的 数值 记录 下 来 。 下 面 的 数据 是 从 х0, о 
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=0 出 发 映射 的 结果 ,存在 X (21), V(21) 数 组 中 : 


位 移 x oH 
1 1.759884 0.788656 
2 0.055841 - 1.640271 
3 — 1.789402 1.021515 
4 — 1.460524 1.457577 
5 1.759884 0.788656 
6 0.055841 — 1.640271 
7 — 1.789402 1.021515 
8 = 1.460524 1.457577 
9 1.759884 0.788656 
10 0.055841 71.640271 
11 — 1,789402 1.021515 
12 —1.460524 1.457577 
13 1.759884 0.788656 
14 0.055841 -1.640271 
15 — 1.789402 1.021515 
16 —1.460524 1.457577 
17 1.759884 0.788656 
18 0.055841 — 1.640271 
19 — 1.789402 1.021515 
20 — 1.460524 1.457577 
21 1.759884 0.788656 


可 以 看 出 ,这 是 一 个 已 4 周期 运动 。 那 么 , 程序 是 怎样 进行 处 理 的 呢 ? 现 分 析 如 下 : 
如 果 正 射 序列 是 P-1 运动 ,那么 zx(1)= z(2) =x(21);x(1)=x(2) »QD; 
如 果 碳 射 序列 是 P-2 运动 ,那么 x(1) = zx(3) = z(21);y(1)=y(3)= у(21); 
202) =х(4)= 2х (20); у(2) = у(4) = (20); 
如 果 映 射 序列 是 P-3 运动 ,那么 (0) = (0 = r(7)--;y(1)=y(4)= yi 
z(2)==(5)==(8)-:;y(2)= 607 (8); 
z(3)7x(6)7x(9)-:5()7 y(60 = (9*5 
如 果 映 射 序列 是 P-n 3533, JEZ<(1)=x(n+1)=<x(2n +1) 
э(Э=у(я+1)=у(2я +1)$ 
202) = (п +2) = (2а +2); 
50) = y(n +2) = (2n 42): 
203) = x(n +3) =2(29+3)--; 
yG)7 (a +3) = у(2я +3)---; 
分 别 将 位 移 和 速度 存放 在 ХХМ1 和 XXM2 数组 中 , 周期 运动 不 动 点 存放 在 XPER 1 
和 XPER 2 中 , NPER 为 周期 数 。 据 此 可 识别 出 系统 运动 为 P-4 周期 运动 。P-4 不 动 点 及 
时 间 历 程 曲线 如 图 13-11 所 示 。 
在 解决 县 体 问题 时 , 找 出 一 周期 运动 后 ,如 果 从 某 一 点 出 发 又 找到 一 周期 运动 , 必须 判 
断 新 找到 的 周期 运动 与 原来 找到 的 周期 运动 是 否 为 同 - -周期 运动 ,判定 的 方法 是 代表 周期 
运动 的 各 个 不 动 点 必须 完全 相同 或 误 盖 小 于 给 定 的 精度 。 


13.2.4 ”周期 解 的 稳定 性 一 一 不 动 点 的 稳定 性 


当初 始点 相对 于 不 动 点 有 微小 偏离 时 , 经 过 凡 次 碳 射 后 仍然 能 回 到 不 动 点 时 为 稳定 的 


不 动 点 , 即 稳定 的 周期 解 。 
关于 周期 解 是 否 稳定 问题 ,将 在 胞 碳 射 法 中 进行 讨论 。 ^ 
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图 13-11 ЕИО НАЕ 
13.2.5 ”将 动力 系统 离散 为 胞 映射 系统 


任何 一 个 动力 系统 总 可 以 写成 下 面 点 映射 形式 : 
X(n+1)= P[X(n)] (13-32) 
上 式 表明 ,状态 空间 的 一 点 Xn) E P 的 映射 下 ,一 个 周期 以 后 ,为 点 XX(n +1)„ f 
这 样 点 到 点 的 有 映 射 系统 称 为 点 映射 系统 或 Poincare 映射 。 利 用 点 映射 法 分 析 动 力 系统 的 全 
局 性 态 时 , 状态 空间 被 看 成 是 连续 的 。 
网 映射 法 认为 ,点 映射 系统 只 是 从 理论 上 将 状态 空间 看 成 是 连续 的 。 而 实际 上 , 所 取 的 
点 无 论 如 何不 能 完全 连续 , 总 有 一 个 步 长 上 。 当 所 找 的 点 与 已 知 点 的 距离 小 于 A 时 ,就 会 
认为 它们 是 同一 点 。 从 这 一 点 出 发 ,将 一 些 点 的 集合 ,也 就 是 胞 作为 映射 点 ,从 而 产生 了 胞 
映射 法 , 该 法 是 由 美 籍 华 人 徐 党 苏 教授 提出 的 9."?]。 胞 映射 法 把 点 映射 系统 中 的 状态 向 量 
X, 坐标 轴 分 成 间隔 为 4, 的 等 分 ,把 Z(i) 定 义 成 在 X, 轴 上 满足 下 面 方程 
(Z(i)-0.5)k,<Z,<(Z(i)+0.5)h, (13-33) 
P-dQ,Usmn 
的 点 。 这 里 Z(i) 为 正 整 数 , DR Rm 1,2, N Z 叫做 胞 。 每 个 胞 是 N 维 " 长 方 体 ” 
或 长 方形 ,长 方 体 边 长 为 h,(i=1,2,3,…, N), 每 个 胞 在 状态 空间 的 位 置 由 N 个 正 整数 
Z(i) (=12,…,N) 确 定 。 每 一 个 胞 作为 整体 考虑 , 以 胞 的 中 心 点 的 特性 代表 整个 胞 的 符 
性 ,将 振动 系统 化 为 中 心 型 胞 映射 系统 : 
Z(a+1)=C[Z(a)] (13-34) 
AP C 代表 胞 映射 (Cell Mapping)。 式 (13-34) 包 括 了 式 (13-32) 的 全 部 特性 。 


13.2.6 ” 胞 映射 系统 与 连续 的 非 线性 动力 系统 


以 二 维 胞 映射 为 例 ,说明 胞 映射 系统 与 连续 的 动力 系统 之 间 的 关系 。 

二 维 胞 映射 系统 与 单 自由 度 振动 系统 相对 应 , 设 强迫 振动 的 周期 是 下 。 将 位 移 分 量 和 
速度 分 量 作为 胞 映射 的 状态 空间 。 令 X, 代表 位 移 , X 代表 速度 。 设 所 分 析 的 区 域 是 矩 
形 ,如 图 13-12 所 示 。 在 分 析 域 内 有 30 个 胞 。 为 了 说 明 方便 , 将 胞 以 一 维 形式 编号 如 图 
13-12 中 (a) 所 示 , 图 {b) 为 (a) 中 各 胞 的 映射 胞 分 布 图 。 

图 13-12 中 的 (a,b) 表 示 : 胞 1 在 一 个 周期 后 映射 到 胞 2; 胞 2 映射 到 胞 8; 依 此 类 推 。 
映射 可 找 述 为 :C[Z(1)]=2, C[Z(2)] 8,…C[Z(30)] = 29. № 5, 6, 13, 25 的 映射 胞 是 
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0., 表 明 它 们 的 映射 胞 在 分 析 区 域外 。 胞 2 的 映射 序列 是 2-8-16-20-8-16-20…; 胞 3 的 映 
射 序列 是 3-4-7-16-20-8-16-20-… 等 等 。 将 所 有 胞 的 映射 序列 查 出 来 后 , 系统 的 金 局 性 态 
也 就 迎刃而解 。 胞 29 的 映射 胞 仍 为 原 胞 ;该 胞 的 特性 有 两 种 可 能 ;平衡 胞 ,或 者 与 强迫 周期 
相同 的 周期 胞 , 称 P-1 周期 胞 组 , 图 中 用 8 表示 。 胞 8, 16, 20 为 周期 胞 , 称 P.3 周期 胸 组 ， 
图 中 用 # 表示 。 胞 1,2,3,4,7,9, 11,12, 14, 15, 17, 18, 19, 21, 23 是 经 过 不 同 的 上 映射 次 数 进 
入 P.3 周期 胞 组 的 胞 , 这些 胞 称 为 P-3 周期 胞 组 的 吸引 胞 ,用 提 基 表示 ; 同 理 , 胞 26, 27,28, 
30,22 为 Р-1 周期 运动 的 吸引 胞 ,用 $ 8 表示 。 全 局 性 态 如 图 13- 12{c) 所 示 。 


25 | 26 | 27 | 2 | 29 | 30 о | 27 | 28 | 28 | 29 | 29 9 |$9]$$,58| 8 | 55 
19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 20| s [16 [27 | 2 | 1 sss jesissesprea 
X, | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18|]X; |0 |20| 8 |20 | 16 | 17 |X; [| 0 | 8|dt 8) 8 [uu| ua 
EE 16 | 16 | 1? | 18 | 19 | 17 янв |#н ннн aa 
12121 1518 [21:11:15 15 жаен аана о Го 
X X x 
(оу (BR E (全 局 性 态 图 


Hii12 ”二 维 胞 映射 系统 
上 而 过 程 的 一 般 描述 为 : С" 代表 mm 次 喘 射 。C9 代表 恒 等 映射 , 若 二 个 不 同 的 胞 ， 
Z'G)G-12, =, k) ÑE: 
Z"(m+i)=C”[Z*(1)] (m-71,2,,&-1) (13-35) 
2*(1)=С*[7(1)] 

则 这 个 序列 就 形成 了 周期 为 8 的 运动 ,简称 周期 运动 , 记 作 P-k 运动 。 
通过 胞 映射 法 将 分 析 域 中 所 有 的 周期 胞 组 和 它们 的 吸引 胞 找 出 来 , 而 某 一 周期 胞 组 的 
全 部 吸引 胞 为 该 周期 胞 组 的 吸引 域 。 显 然 , 当 胞 的 边 长 足够 小 时 ,分 析 域 中 的 P-N 周期 胞 
组 与 非 线性 系统 中 的 N x T 的 周期 运动 相对 应 ;而 周期 胞 组 的 吸引 域 与 非 线 性 系统 中 该 周 
期 运动 的 渐 近 吸引 域 相对 应 。 


13.2.7 胞 映射 算法 


用 一 维 胞 映射 来 说 明 算法 ,介绍 确定 周期 胞 和 它 的 吸引 域 的 有 效 算法 , 同时 也 适用 多 维 
情况 。 考 虑 一 维 胞 映射 系统 式 (13-34) ,一 维 胞 映射 的 胞 向 基 为 一 个 正 整 数 。 首 先 介绍 最 重 
要 的 和 必须 的 概念 。 

т. 巍 胞 与 常规 胞 

有 关 这 个 概念 涉及 到 所 选择 的 分 析 域 的 大 小 。 一 旦 确定 了 分 析 区 间 , 那么 ,对 区 间 以 外 
的 任何 胞 的 状态 就 不 再 关心 。 因 此 在 分 析 域 中 的 任何 一 个 胞 ,一旦 映射 到 分 析 域 外 ,就 叫 陷 
胞 。 对 于 一 维 情况 来 说 , 设 分 析 域 内 有 N. 个 胞 , 为 1,2,…, No 常规 胞 的 映射 为 :Z(n +1) 
=C[Z(n)],Z(n) 和 Z(n+1) 都 在 1,2,…, N, 范围 内 。 

定义 1; 如 果 Z(n) 51,2, N, 的 映射 胞 C[Z(n)]<1 或 C[Z(n)]>N,, 那么 其 映 
射 胞 为 陷 胞 , 定义 为 0, 陷 胞 为 P-1 胞 组 。 

”定义 2: C(0) =0, 即 陷 胞 的 映射 胞 仍 为 陷 胞 。 

从 任何 一 个 常规 胞 开始 计算 , 只 能 出 现下 面 三 种 情况 : 

1)2 胞 是 周期 组 的 周期 胞 。 

2)Z Base pl 次 映射 后 进入 陷 胞 ,那么 这 个 胞 属于 陷 胞 的 r 步 吸引 胞 。 

3)Z 胞 经 过 > 次 映射 后 进入 其 寺 期 胞 ,那么 这 个 胸 属 于 这 个 于 期 胞 组 的 > ERES, 


' 194 7 Ж} 8 + Ж 36 tü k P 56 fE t 2 k 2. тж Я 


2. 胞 的 总 体 特性 描述 

为 了 描述 Z 胞 的 总 体 特性 , 引入 三 个 数组 :组 号 G (Z), 周期 数 P(Z) 和 步 数 数组 
S(2Z)。 每 一 个 周期 胞 组 给 出 一 个 组 号 ,把 这 个 组 号 赋值 给 周期 胞 组 的 每 一 个 胞 和 该 周期 胞 
组 的 每 一 个 吸引 胞 。 在 总 体 分 析 过 程 中 , 当 一 个 又 一 个 周期 胞 组 被 找 出 来 以 后 ,连续 地 用 组 
号 ( 正 整 数 ) 来 赋值 , 周期 胞 组 的 组 数 与 周期 运动 的 个 数 相同 。 引 入 的 四 个 数组 : С(2), 
GG), P(Zy, S(Z)É Z МХ. 

Z=1,2,---, N, 为 分 析 域 中 胞 的 序号 。 

C(Z):Z 哆 的 映射 胞 。 G(Z):Z 胞 所 在 的 组 号 。 

P(Z):Z 胞 所 在 的 周期 胞 组 的 周期 数 。 S(Z): Z 胞 是 周期 胞 组 的 吸引 胞 的 步 数 。 

为 了 形成 算法 ,更 好 地 便于 程序 进行 处 理 ,对 处 理 过 程 中 的 胞 进行 分 类 。 

(1) 处 女 胞 :在 程序 中 没有 经 过 处 理 的 胞 , 还 不 能 确定 是 属于 哪 一 组 的 ,将 置 G(Z)= 
0,.Z=1,2…, Ne。 这 里 有 两 重 含义 , 第 1 是 在 程序 开始 时 ,将 G(Z) 置 成 零 , 第 二 个 含义 是 ， 
在 程序 处 理 过程 中 , 一 旦 碰 到 一 个 胞 , 当 它 的 G(Z)= 0 时, 说明 它 是 一 个 没有 被 处 理 的 胸 。 

(2) 正在 处 理 的 胞 :代表 该 胞 已 装 油 用 过 , 但 正在 被 处 理 , 这 样 的 胞 G(Z) = ~ 1。 

(3) 已 经 处 理 完 的 胞 :该 胞 的 组 号 已 经 确定 , 周期 数 及 吸引 步 已 确定 ,这 祥 的 胞 GL 

在 处 理 胞 的 过 程 中 , 重复 使 用 下 面 映射 过 程 , 设 从 第 Z 胞 开始 ， 

Z—C(Z)—C2(Z)--- C(2) > C”(Z) (13- 36) 
这 一 过 程 叫做 对 Z 胞 的 x 阶 处 理 序列 。 

3. 胞 在 映射 过 程 中 的 处 理 方法 : 

在 胞 映射 算法 中 ,利用 这 一 处 理 序列 对 7 =1,2,…, N. 胞 一 一 处 理 。 算 法 的 思想 是 从 
处 女 胞 Z 开始 ,利用 式 (13-36) 处 理 Z, Z 胞 的 第 i 次 映射 可 出 现下 面 三 种 情况 : 

(DG(CA(2Z))=0, 这 表明 C(3) 是 一 个 没有 处 理 过 的 胸 。 令 G(C'(Z))= -1 继续 
Ad CZ) 

(2)C(Z)= Z, А С(27) = ER. REA C'(2Z) 胞 是 已 经 处 理 完 的 胸 。 正 在 处 理 的 
所 有 胞 ,都 属于 这 个 组 ,与 Z* 有 相同 的 组 号 ,周期 号 。 吸 引 域 的 步 数 确定 为 : 

S(C'(2Z))= S(Z)+i-j,j=4,2,…,i。 然 后 处 理 下 一 个 胞 。 

(DE C'(Z)= ZZ, 它 的 组 号 GI) = ~1, 这 说 明 2" 胞 在 前 面 的 处 理 序 列 中 已 经 出 现 
过 。 因 此 ,在 这 个 序列 里 包含 着 一 个 新 的 周期 胞 绷 。 将 所 有 正在 被 处 理 的 移 被 赋值 成 一 个 
新 的 组 号 ,新 的 组 号 比 原来 的 组 号 大 1。 确 定 新 周期 胞 组 中 的 周期 胞 周期 胞 组 的 阅 期 数 、 
所 有 的 吸引 胞 的 步 数 。 然 后 处 理 下 十 个 胞 。 

4. 胞 映射 法 程序 框图 (图 13-13) 


13.2.8 ”了 胞 映射 法 在 工程 中 的 应 用 举例 


应 用 胞 映射 法 进行 全 局 分 析 的 步 又 

O 确定 分 析 区 间 : 

根据 分 析 问 题 进行 选取 。 在 解决 工程 实际 问题 时 , 往往 对 于 系统 的 全 局 性 态 有 初步 了 
解 ,根据 平衡 状态 ,运动 的 相 平面 图 , 选取 分 析 区 间 。 分 析 区 间 在 能 够 反映 系统 全 局 性 态 的 
条 件 下 应 尽量 取得 小 一 些 。 

(2) 确定 分 析 区 间 内 胞 的 数量 或 胞 的 边 长 : 

根据 具体 问题 进行 选取 。 分 析 区 间 内 胞 的 数量 或 胞 的 边 长 直接 关系 到 周期 运动 及 其 吸 
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: 
图 13.13” 胞 映射 法 程序 框图 

引 域 的 精度 ,一 般 来 说 胞 的 边 长 越 小 越 好 。 但 胞 的 边 长 越 小 ,分 析 域 内 胞 的 数量 越 多 , 所 天 
要 的 计算 机 的 容量 越 大 , 所 占 的 计算 机 的 时 间 越 长 。 因 此 , 当 系 统 的 全 局 性 态 相对 简单 的 情 
况 下 , 胞 的 边 长 大 些 。 主 要 依据 是 系统 全 局 性 态 的 复杂 程度 和 计算 精度 。 

(3) 胞 映射 的 数据 准备 工作 一 一 利用 点 映射 法 求 分 析 域 内 所 有 胞 的 爱 射 胞 , R C(Z) 
数组 。 胞 映射 法 本 身 是 比较 简单 的 , 穆 序 也 易 慌 , 而 数据 准备 工作 是 大 量 的 , 困难 的 ， пая 
分 方程 的 复杂 性 的 增加 ,其 难度 也 越 大 。 


(4) 用 胞 映射 程序 求 周期 运动 及 其 吸引 域 。 
(5) 绘制 周期 运动 及 其 吸引 域 。 i 


“196. 非 线性 振动 至 沦 中 的 解析 方法 及 工程 应 用 


这 项 工作 是 胞 映射 的 后 处 理工 作 。 当 求 出 一 个 非 线 性 系统 的 周期 运动 及 其 吸引 域 后 ， 
当然 希望 知道 其 时 间 历 程 及 吸引 域 的 空间 图 形 , 那么 就 要 绘制 周期 运动 及 其 吸引 域 。 

(6) 结束 。 

[ 例 13.2.1} 用 胞 映射 法 分 析 分 段 续 性 非 


线性 振动 机 械 的 周期 运动 稳定 性 和 全 局 性 态 。 à mo E 
图 13-14 为 不 对 称 分 段 线性 非 录 性 振动 机 7 
&—— SERE PLE (EE, 系统 由 偏心 块 л Ж 


振 。 振 动 质 体 M 两 侧 分 别 装 有 软 弹 咎 和 带 有 


间隙 的 硬 弹 簧 , 硬 弹 筑 在 振动 的 一 个 周期 内 时 81314 机构 简 图 
而 与 振动 质 体 接触 ,时 而 离开 , 因而 构成 了 分 段 线 性 非 线性 系统 。 其 运动 方程 式 为 
MxtF(xx)* (х) = moo? rsinot (13-37) 
其 中 
FG ИА (>) 
fi (=<-а) 
_[-—#(ба-х)+Ай(хт+а) (т>-а) 
qco-| haz) GR a) (13-38) 
试 对 该 系统 进行 动态 特性 分 析 。 


方程 参数 : M =25, mo = 400, k = 43.7, Ak = 900, w=34.56,a0=1.9,4 =0.08798, = 
0.26, 

分 析 区 间 ; – 1.86298: X<1.68702, – 28 25< V<27.975, 

胞 的 边 长 :h1=0.05, А, 50.05. 

ЖЕЕ: NC1=71, NC2= 1120。 

一 次 胞 映射 时 间 是 0. 181815, 

1. 一 种 参数 下 的 全 局 分 析 : 

当 弹 簧 阻尼 系数 f=0.05, Af —0.0 时 ,用 胞 映射 法 进行 金 局 分 析 时 , 发 现在 分 析 域 内 
有 11 种 不 同 周期 \ 不 同 振幅 的 周期 运动 ,图 13-15, 图 13-17, 图 13-19, 图 13-21 是 其 中 的 
四 种 周期 运动 ,图 13-16, 图 13- 18, 图 13-20, 图 13-22 是 这 些 周 期 运动 的 相应 的 吸引 域 。 

在 这 11 种 周期 运动 中 .P-6 周期 运动 的 振幅 最 大 为 2.82cm, P-1 周期 运动 的 控 幅 最 小 
为 1.15cm。 

通过 对 分 段 线性 非 线 性 振动 机 械 全 局 性 态 的 分 析 可 知 , Йй ЖЕН Т. ЖЖЖ ЖЕЕ: 

(1) 系统 的 全 局 性 态 呈现 复杂 的 情况 , 存在 十 种 以 上 周期 运动 。 

(2) 从 图 13-16, 图 13-18, 图 13-20, 图 13-22 可 以 看 出 ,周期 运动 的 豚 引 域 都 是 孤立 的 
点 ,周期 运动 对 割 始 条 件 具有 极端 敏 惑 性 , 因而 任何 一 种 周期 运动 都 是 不 稳定 的 。; ` 

(3) 系统 存在 十 种 周期 运动 , RIA 1.13 一 2.82 之 间 波 动 ,这 是 该 类 所 动机 械 振 幅 不 
稳定 的 原因 。 

2. 非 线性 系统 周期 运动 的 分 析 : 

利用 胞 映射 法 计算 了 弹簧 阻尼 友 数 为 0.125,0.25,0.375,0.5 和 1.0N/(em/s) 时 的 系 
统 全 局 性 态 , P-1 周期 运动 时 间 历 程 如 图 13-23 所 示 ; P-1 周期 运动 的 吸引 域 如 图 13-24 所 
示 , 册 分 析 可 知 , 当 阻尼 系数 为 1.0 时 ,只 存在 一 种 向 期 运动 , 当月 尼 系 数 为 0,5 时 存在 两 种 
周期 运动 , 即 为 P-1 和 已 7 运动 ; 当 f=0.375,0.25,0.125 时 ,仍然 存在 鲜 种 周期 运动 ; 而 
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ВА 13-20 严 6 周 期 运动 的 吸引 域 
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2 
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图 13.21 Рт AWE- Bids Ж 图 13-22 Р-7 周期 运动 的 吸引 城 


35 £ =0 时 ,存在 10 种 周期 运动 ,这 说 明 随 着 弹 签 阻尼 的 减少 , 系统 的 全 肩 性 态 越 来 越 复杂 ， 
周期 运动 越 来 越 不 稳定 。 

从 图 13-24 和 图 13-28 中 可 以 看 出 , 随 着 弹簧 阻尼 的 增加 , P-1 运动 的 吸引 域 从 孤立 的 
点 扩大 到 螺旋 域 , 又 从 螺旋 域 扩大 到 连续 的 大 面积 。 当 吸引 域 为 孤立 的 点 时 , 周期 运动 对 初 
始 条 件 具有 极端 敏感 性 , 这 时 周期 运动 是 不 稳定 的 ; 当 琢 引 域 百 积 为 螺旋 域 时 ,说 明 周期 运 
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E 13-23 Р—1 运动 时 间 历 程 图 13-24 f=0.125 3}, P -1 运动 的 吸引 域 
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13-25 了 =0.25 В, Р —1 运动 的 吸引 域 


-% -20-2 4 4 р -28 -20 -12 -4 4 12 
E z 


图 13-27 f=0.5 时 ,PP 一 1 运动 的 吸引 域 B 23-28 f=1.0 时 ,了 一 1 运动 的 吸引 域 
动 在 极 小 的 局 部 区 域内 稳定 , 而 在 金 局 范围 内 是 不 稳定 的 ; 当 吸引 城 为 连续 的 大 面积 时 ,家 
明 周 期 运动 对 于 初始 条 件 证 具有 敏感 性 , 因而 , 在 这 种 情况 下 ,周期 运动 金属 稳定 ,从 图 中 可 
以 看 出 , 当 f>0.5 时 ,系统 存在 稳定 的 周期 运动 ; 随 者 阻尼 的 减少 ,周期 运动 的 稳定 性 越 来 
RE, 当 阻尼 系数 等 于 零 时 ,任何 一 种 局 期 运动 都 是 不 稳定 的 。 

(1) 通过 对 分 段 线 性 非 线性 振动 机 械 全 局 性 态 的 分 析 可 知 , 随 着 弹簧 阻尼 系数 的 增加 ， 
系统 P-1 周期 运动 从 不 稳定 ,过 湾 到 局 部 稳定 , HERY />0.5 时 ,系统 存在 稳定 的 已 1 
周期 运动 ; 当 у= 0 时, 任何 一 种 周期 运动 都 是 不 稳定 的 。 

(2) 分 段 线性 非 线性 振动 机 械 的 全 局 性 态 随 着 阻尼 系数 的 减少 而 越 来 越 复杂 , 当 f=0 
时 ,系统 的 全 局 性 态 最 复杂 。 
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13.3 非 线性 振动 系统 的 数值 解法 


随 着 计算 机 技术 的 迅速 发 展 ,数值 方法 在 许多 科学 技术 领域 得 到 了 十 分 广泛 的 应 用 。 
在 非 线性 科学 这 一 前 沿 科学 领域 , 其 中 包括 非 线性 振动 , 数值 方法 已 成 为 解决 和 处 理 该 领域 
中 的 理论 问题 与 实际 问题 不 可 缺少 的 十 分 有 效 的 强 有 力 手 段 。 特 别 是 直接 数值 方法 ,由 于 
该 法 使 用 方 使 ,无 需 进行 复杂 的 推导 , 可 应 用 现 有 的 数学 工具 进行 直接 计算 。 下 面 介绍 最 常 
用 的 两 种 方法 , 即 龙 格 - 库 塔 法 和 打 静 法 ,还 将 介绍 这 两 种 方法 的 具体 应 用 。 


13.3.1 定 积分 的 数值 计算 一 一 Range-Kutta 法 


我 们 在 这 里 所 讨论 的 只 是 一 阶 常 微分 方程 的 龙 格 - 库 塔 法 ,但 是 由 于 任何 高 阶 微分 方程 
都 可 以 化 成 一 阶 微分 方程 组 ,而 一 阶 微分 方程 组 与 一 阶 微分 方程 的 解法 基本 相似 , 该 法 是 求 
解 常 微分 方程 的 最 基本 方法 。 

1.Range-Kutta 法 

一 阶 微分 方程 的 一 般 形式 为 


у= Мх) 
у(х) = уо 
用 数值 方法 求 函 数 y, 无非 是 从 y(xo) 点 出 发 计算 当 
т=т,+Ну zo+2H, co. zọtnH 
(H 为 步 长 ) 时 y 的 值 。 
龙 格 - 库 塔 法 的 计算 公式 如 下 ， 
Sa» Ку+2К›+2Ку+ K.) 


其 中 KiS H: f(z,,y,) 


(13-39) 


K,= H: fle, + H, ya + Кз) 
| 270,12, (13-40) 
按照 上 面 公式 ,读者 可 以 从 (zo, yo) 出 发 计算 出 yi уз, y, 的 具体 数值 。 
2. 龙 格 - 库 塔 法 的 几何 意义 
对 于 任何 一 阶 常数 分 方程 y= у(х, у), 88 fxz,y) 为 连续 函数 时 ,给 定 任何 一 点 (zy 
31) 就 可 知 函数 y 在 这 一 点 的 切线 的 斜率 。 这 是 因为 y= у(х, у) 
下 面 用 具体 例子 加 以 说 明 。 有 微分 方程 
y=ay+1 
x(0)=0 
将 z=0,y=0 代入 式 (13-41) 中 可 知 у(0,0) = 1, 即 曲线 y 在 (0,0) 处 的 切线 斜率 为 1， 
X $0,1) =2, 代 表 在 点 (1,1) 处 曲线 的 切线 的 斜率 为 2。y(1,2] = 3, 表示 在 点 (1,2) 处 曲 
线 的 切线 的 斜率 为 3… 这 表示 у= F(z,y?) 给 出 了 一 个 方向 场 。 在 我 们 二 面 所 给 的 例子 中 ， 


(13-41) 


: 200 - 非 线性 报 动 理论 中 的 解 折 方法 及 工程 应 用 


曲线 在 点 (0,0), (1,1), (1,2) 所 取 切 线 料 率 的 形式 如 网 13-29. 

由 微分 方程 的 初始 条 件 , 可 知 曲线 了 的 初始 点 。 如 本 题 当 x =0 时 y=0, 要 想 计 算 
工 =0.01,0.02… 时 у 的 值 ,就 必须 道 过 曲线 上 各 点 的 切线 的 斜率 来 计算 。 

当 步 长 下 取得 很 小 的 时 候 , 如 H = 0.00001 时 ,由 y(0)=0 来 计算 y(0.00001) 时 ,可 
以 近似 地 认为 y(0.00001) = y(0) + 5(0) * 0.00001。 用 这 种 计算 方法 ,在 计算 的 次 数 较 多 
时 ,就 会 产生 较 大 的 误差 , 因此 要 对 这 种 计算 方法 进行 修正 。 修 止 想 法 是 多 计算 凡 个 点 的 曲 
线 切 线 斜率 ,再 计算 下 一 个 点 的 函数 值 ,来 提高 计算 精度 。 

PA у= zy+l,y(0)=0 为 例 说 明之 。 

EH 70.1, 2570,70 

Ki Hi fy, )70.1X (0*1) 20.1 

在 计算 K 时 首先 要 计 (zo, yw) 点 处 的 切线 的 斜率 ,如 图 13-30 中 的 1 点 所 示 。 


y 


图 13-29 方向 场 图 13-30 ”四 点 切线 斜率 
+ Кї 0.10.1 
G) a 0.1: 4 > XU 2 +1] 


ЕКЙ Ks 时 , 首先 要 计算 | zo+ B egacpx, парят 


к.н Д + + Ë 了 yo 二 


rot a + Жа} 处 切线 斜率 及 zot Н, yot Ks 处 切线 斜率 ,这 四 点 的 位 管 如 图 13-30 所 


示 。 龙 格 - 库 塔 法 就 是 通过 四 点 的 切线 斜率 来 计算 下 一 点 的 函数 值 , 以 保证 精度 。 
以 上 只 是 它 的 几何 解释 , 龙 格 - 库 塔 法 的 公式 证 明 , 请 有 兴趣 的 读者 查阅 有 关 书 籍 。 
3. 龙 格 库 塔 法 程序 及 例题 
: y=zy+1 
x(0)=0 
当 步 长 为 0.1 SOR z=0—1 2 6535848 8. 
程序 如 下 : 
10 DEF FNY(X,Y)=X*Y+1 
20 INPUT ХО, Y0,X2,H 
25 PRINT"X","Y" 
30 KI-H'"FNY(XO0, Y0) ^ 


(13-42) 


СЕ ЖЕЕ ЕЕЕ 


б 201. 


40 К2= Н" ЕМҮ(ХО+Н/2, Y0+ K1/2) 
50 K3-2H"FNY(X0-* H/2, Y + K2/2) 
60 KA-H"FNY(XO* H, YO* КЗ) 
70 Yl=Y0+(K1+2*K2 i 2* K3+ KA)/6 
80 PRINT X0+H,Y1 

90 X0- X0*H 

100 IF XO>X2T HENI30 

110 Ү0= Yl 

120 GOTO 30 

i30 END 

RUN 

? 0,1,1, 0.00091 

X Y 

1 ‚100334 

2 .202688 

.3 .309164 

E .422032 

E .543826 

.6 ‚677462. 

7 .826367 

.8 .99466 

.9 1.18736 

1 1.41069 


ЖЕЕ ТОЕ — PERLE РИ ОНЕ IPIE H 的 四 次 同 阶 无 穷 小 。 


13.3.2 打靶 法 
下 而 将 对 线性 打 邯 法 进行 讨论 。 
打靶 法 是 用 来 求解 常 微分 方程 的 边 


《边界 ) 挠 度 为 0, 就 是 典型 的 边 值 问 题 。 
二 阶 常 微分 方程 >= flr, y DARRA C 


y=p(r)y+q(r)yt (а) 


时 , 若 方程 y= j(z,y,3) 是 线性 的 , 则 采用 线性 打靶 法 4291 。 
如 有 以 下 边 值 问题 的 微分 方程 式 : 


线性 打靶 法 首先 将 一 个 边 值 问题 化 成 两 个 初 值 问 题 , 将 上 式 化 成 


y=p(z)y+tq(z=)y+r(z) 
аа, yla)=a, y(6)= B 


y=p(z)ytq(r)y+ r(z) 
a«zx&b, yla)=a, y(a)=B 


值 问题 的 方法 ,十 木工 程 中 梁 的 找 曲 问题 , 梁 的 两 端 


{13-43) 


(13-44) 


* 202 + Ж} ЖН жа иф єҖ з 2. л. k A 


у= р(т)у+а@(ж)у+т(т) (13-45) 
aX xb. y(a)50, y(a) 71 
如 果 yi(z) 代 表 方 程 (13-44) 的 解 , >z(z) 代 表 方程 (13-45) 的 解 , 那么 , 不 难看 出 
Boy (b) 
КА 


yx(z)=x(z)+ 


xx) (13-46) 
为 方程 (13-43) 的 解 。 


EIES] 


убх) узба) tib- y, 
GXY/ x G2G) 


убх) 


8133 线性 打靶 过 程 
在 利用 线性 打靶 法 对 方程 进行 计算 时 , 可 以 采用 四 阶 龙 格 一 库 塔 法 分 别 求解 方程 (13- 
44)f0(13-45), 然后 线性 组 合成 原来 方程 (13-43) 的 解 。 下 面 用 图 来 说 明 线性 打靶 过 程 : 
问题 : 求 边 值 问题 的 近似 解 
—ytp(=)ytq(z)y+r(z=)=0 
a&z&b,y(a) = а, y(6)- B 
输入 两 个 端点 a,b DARI а, 8, 步 长 数 N, 输 出 y(z,) 的 近似 值 Ws, FL y^ (xi) 的 近 
ТИВ Ж. ,,2=1,2,--№; 
1. ES & (6-а)/ №; 
ио а, и 320, 01020, vi = 1 
2. 对 于 1=0,1,…N 执行 3 和 4 
3. z=a+ih 
4. 置 K. = huz, 
Kya7A[p(x)u, *aGr)u, + r(z)] 


Ka=h[ ua, di] 
каркае ва 


Kate [ш 1s] 


emt bac Rid ed bend ee] 
Kato. + 二 Ko] 
кезе Кыны] ed bns ed eb] 


H 
тыа uu t [Ku t2Kn +2Ку + Ka] 


пд ma TUE 2E *2Ks + Ka] 


таф m muk bk ik - 203. 


Kw 
Ky =h+[p(z)o; t Q(z)u,,,] 


куе [ткы] 
Кат и) [entye] eel z+ sete] 
Ku [m tika] 

xo ese] ele] 
кыса Гак] 
Kar [pl at) ot Ke) наа eed] 


+ LG *2Ks +2Ky + Kal 


huz, 


Via F и 
ол t [Ka t2Kn+2Ku* Ка] 
5E Wote 
W, -Bugy 
VIN 
输出 (a, Wio Wao) 
6. 对 于 i-L2,".N 
x= WS uy, t Wzor, 
= u; t М ууз: 
т=а+ћ 
输出 (zx, Wi W2) 
7. 结束 
【 例 13,3,1】 设 有 边 值 问题 
2 ,+ (Юг) 
z 


$5-i 
1&=©2, у(1)=1,у(2)=2 (13-47) 
该 问题 的 精确 解 为 : 


soe Ci. S intina) ~ онг) 


С, = – 0.03920701320 
Сз = 1.1392070132 


ЖЯ ЖЕТЕК, 要 将 式 (13-47) 化 成 二 个 初 值 问 题 


"ET 1 
(13-48) 


1252, у1(1)=1, 3100=0 


+ 204 + +} % ЕЕ 30 288.4 P LEE EL & Ж 


Kante [s EK] 


"P | hjj 1 |j i] 1 |1 
=h’ + + + + + K. 
Ka ch BE 2 | va， 2 Ks | d T [ont 2 2 (549) 
1 , , , ‚ 
та Vt {Ки +2Ку +2Ka + Ka ] 
1 , ^ А ; 
Var = ор, ur +2Kx *t2Ky +K] 
利用 上 面 算法 得 到 结果 如 下 。 

т, LS Hn w GEBE) yir) 
10 19 10 10 10 
11 1 00896 0 09118 1 09263 1 09263 
12 1 03245 0 16851 1 18708 1 18708 
13 1 06674 0 23609 1 28338 1 28338 
14 1 10929 0 29659 1 38144 1 38144 
15 1 15830 0 35184 1 48116 148116 
16 i 21248 0 40352 1 58239 1 58239 
17 1 27087 0 45132 1 68501 1 68501 
18 1 33274 0 49711 1 78889 1 78889 
19 1 39751 0 54099 1 89393 1 89393 
20 1 46472 0 88333 20 20 


13.3.3 Wilson-0 法 


Wilson- EBET, t+ Оле) өс) ЕИН рч, О а {ЕЛЕК 
Ф r 为 自 : 时 刻 开 始 的 时 间 变 量 , 适用 于 Ое Соле, АНЯ EH RETIE 


此 范围 内 的 加 速度 
LET VICE 24) 


积分 后 得 
2 
fet rer taga rea cr 


түк, Тл, rr + ттт? gin, >т) 
Ë r= 9At， 由 以 上 两 式 可 得 ,t+ 9At БЕГЕ SERI GERE 
д. 


AL w" 
irom Erte Oat (торм t X.) 


8 дг? 


дум = aet Atat 7—С Ones 7270) 


根据 以 上 两 式 , 可 得 :+ 0At 时 刻 的 加 速度 和 速度 用 位 移 来 表示 


kaos Ter (za m) 7 zou 
t+ oar "a AS t ¿+8Ar 2 OA А 


3 
Fita 二 9! ELI Saer, 2 Ti 


于 是 ,在 :+ 0А: 时 刻 的 动力 方程 为 


(13-50) 


(13-51) 


(13-52) 


(13-53) 


(13-54) 


(13-55) 


(13-56) 


#+а} SUG Kd ~ 205 - 


M Teron + C3 ком t K'E: tga 7 Ree pa: (13-57) 
式 中 
К,ор = Е, ол + OCR -0a 7 R,) (13-58) 
将 加 速度 和 速度 的 向 量 形式 (13-55) 和 式 (13-56) 以 及 外 力 关系 式 (13-58 ) 代 入 式 (13-57)， 
即 得 关于 >, 6a: 的 求解 方程 式 


n ^ 
K tisou R ros (13-59) 
式 中 
让 = KT+ 3Cr+ M (13-60) 
OAT 92 А? 

A 6 | 

Rosen = Reroat f BR, esa R,) + М iam SAC 
+Cr| дү t2 z, + 90. (13-61) 


求解 方程 (13-59)， е rogo ERE BEET 上 + GA: 的 位 移 rrea 之 后 ， 代 入 式 
(13-55) 就 可 获得 zi +eat， 而 后 在 式 (13-50) 中 取 c=At ,并 将 式 (13-55) 代 入 , 有 


oum 6 6 31. 
Prati ag n Ux) 一 PAL [1-4] ES (13-62) 
AER с Аш, 将 式 (13-50) 分 别 代 入 式 C13- 51) 和 式 (13- 52), 有 
a) (13-63) 
_ QoQA,. А 
жм = ж + Ает + E Erem +24) (13-64) 


这 样 就 完成 了 一 步 的 积分 。 

本 方法 的 物理 意义 是 : 假定 加 速度 在 时 刻 上 到 上 + 0A 内 为 线性 变化 ,首先 计算 £, 
t+ 9Az 区 间 的 近似 解 , 但 仅 取 其 中 前 半 部 分 (到 时 刻 а + At) 作 为 正式 的 近似 解 而 略 去 后 半 
部 分 (时 刻 i + Ac 以 后 )。 这 种 巧妙 的 处 理 并 出 于 物理 的 原因 ,而 主要 是 数学 上 的 (计算 技 
术 的 ) 理 由 。 

在 Wilson-0 法 中 ,只 要 0 值 取 1.37 以 上 , WE Ar 取 怎 翌 的 值 都 是 稳定 钓 ( 即 这 种 算 
法 是 无 条 件 稳定 的 )。 当 然 , At TK, 精度 要 降低 ,但 职 要 不 发 散 , 就 可 根据 经 验 和 工程 常 
识 判断 ,灵活 掌握 。 可 见 ，8 的 取 值 小 于 1.37 的 意义 不 大 ,但 并 不 是 说 0 的 取 值 只 要 在 1. 
37 以 上 , 不 管 多 大 都 可 以 。 实 际 上 , 9 最 好 不 要 太 大 , 否则 精度 会 下 降 (截断 误差 增加 ) o 
此 , Wilson 推荐 的 合理 0 值 为 1.4。 


Wilson-0 法 的 计算 机 实施 格式 


A. 初 值 计 算 

1. 形成 质量 矩阵 М, 阻尼 矩阵 B ҮНӨ PE Kro 
. 给 出 初始 值 z, To, хоо 
3. 选择 时 间 步 长 Az, W 071.4, 并 计算 积分 常数 


в „2-35, „ела; a c MS, aue 
Ae’ “17 ел uü2T£043 683775 з. 04579 


а 


‚ 206° Ж} Ж, 38 34 BF SAL ILE EXIST! 


= =1-2 QA „М? 
as= уз ав=1- 93 ат= бз; а= 


B. 关于 每 一 时 间 增 量 的 计算 
1. 计算 切线 阻尼 矩阵 Cr ARREK Kro 
2. ERRARE К.К = ooM + aiCr+ Kro 
з. 对 KEZESI: K = LDLT。 
4. 计算 t+ 9A 时 刻 的 有 效 载荷 
Beron = Ro 008,0 Ri) +M Саал, tarii 23) + Crtayzi + 24 tas A) 
5. 计算 + 9A 时 刻 的 位 移 
LDLT z; 60 = Ё, өм 
6. 计算 e+ 0A: 时 刻 的 加 速度 、 速 度 和 位 移 
Жум =аа(т,+м— m, tast, tagt) 
дом z tas + Шү) 
Tee 7 Gb Atti. agl Zrrac+270) 
Wilson-0 法 是 一 种 隐 式 积分 法 ， 即 计算 每 一 步 ， 必须 解 一 个 线性 代数 方程 组 。 此 外 、 
这 种 算法 是 自 起 步 的 ，: + Az 时 刻 的 位 移 , 速度 和 加 速度 都 可 以 由 c 时 刻 的 变量 表示 ,不 
需要 特别 的 起 动 技术 。 
计算 与 思考 
i. 画 出 非 线性 系统 z+ x ~ z?=0 的 相 轨 线 。 指 出 分 界线 .平衡 点 及 甚 性质 。 
2. 分 别 画 出 非 线性 系统 + 之 -0 94 A <a?/4, А = а2/4, А> a2 /A 时 的 相 轨 线 ， 
指出 分 界线 ,平衡 点 及 其 性 质 。 . 
3. MERS Z+ 2c £ - r — z3 =0, c 20 DEA к А ҢӨ НЕ, 并 画 出 平衡 点 近 旁 的 相 
#8. 
4. ШЫТА = лубу 2) 的 等 倾 线 。 
5. 用 等 倾 线 作 图 法 画 出 + + + 4z =0 的 相 轨 线 。 
6. 用 Leinard 作 图 法 作出 以 下 方程 的 相 轨 线 : 
z+2cz-r-zx =0 
7. 建立 以 下 方程 的 频 闪 方程 式 ,并 判定 该 系统 有 无 平衡 点 和 不 动 点 及 其 稳定 性 : 
XY+zx+r =0 
8. 建立 以 下 方程 的 频 闪 方 程式 ,并 判定 该 系统 有 无 平衡 点 和 不 动 点 及 其 稳定 性 ， 
т+х(1-х?)=0 
9. 利用 点 映射 法 求 van der Po] 方程 的 不 动 点 。 
Z+ alz? I)i + z = Feosot 
其 中 下 =9.0, w=3.1416, p=7。 分 析 区 间 为 : —3<цх<3.0, - 5.2«Ca «5.2, 分 析 区 何 划 


分 为 11x11 的 网 格 进行 计算 。 
10. 指出 以 下 二 维 胞 映射 系统 (图 13-32) 中 的 王 -1 忆 -2, 王 -3 周期 胞 、 陷 胞 以 及 经 过 


Ptt o SHMIG kc - 207. 


一 次 映射 进入 Р-1,Р-2,Р-3 周期 胞 的 胞 (图 13-33(a) 为 原 胞 分 布 图 , 图 13-33 (b) 2 DEC 


内 有 10x10 658 (8 13-33). 


色 的 映射 图 ,结果 写 入 图 13-33(c) )。 

1 2 3 4 5 6 0 8 0 8 i2 | 12 

7 8 9 10 | 11 12 8 9 14 5 11 | 10 

13 | 14 | 15 | 16 17 | 18 14 | 10 | 22 | 23 | 11 | 10 

19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 21 | 24 | 22 | 28 | 24 | 16 

25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 O | 28 | 27 | 24 | 23 | 24 d 

wW 原 胞 分 布 图 (O) 映射 疙 分 布 图 (€) 全 局 性 套图 -~ 
图 13-32 二 维 胞 映射 系统 р 
11. 将 下 面 点 映射 公式 转化 为 胞 映射 公式 : 


Xi(nt1)2 GLOGQGOD) Х.п) 72 (07 9)X2(2) + (2728 + 02)[ Xi(z)]2 
Хо +1) = GG O2, X:(n)= - (1- 6) Xi(n) 
12. R Duffing 方程 在 分 析 区 间 - 1x, -141 的 原 胞 的 胞 映射 。 设 分 析 区 域 


112 |3 |41516 7 |8 | 5 |0 
14 [12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 


21 |22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 : 29 | 30 


31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40 


4k |425| 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49.[ 50. 


51152 | 53 | 54 | 55156 | 57 | 58 | 59,4 60. i 


61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 1 70. 


ті 172 |73 | 74 | 75 | 76 | 77 | 78 |79 | 80 L 
LL Li 


81 | 82 | 33 | 84 | 85 |86 | 87 | 88 | 89 | 90 


91 |92 | 93 | 94 | 95 | 96 |97 | 98 | 99^|100 


(a) 原 胞 分 布 图 (b) 胞 映射 分 布 图 
图 13-33 BRN 

13. 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 求 面 下 非 线性 微分 方程 的 解 。 

y=2y -9  y(00-0,5(0)0,550.1 
14. 写 出 高 阶 非 线性 微分 方程 中 阶 龙 格 - 库 塔 法 的 算法 。 
15. 用 线性 打破 法 解 下 面 边 值 问题 

-y +x`y=2msin(z=r),0<%çz<1,y(0)=y(1)=0 

16. 用 线性 打靶 法 解 下 面 边 值 问题 并 讨论 精度 。 

—y*y=0,0Sçr<1,x(0)=x(1)=0 A-0.1 
计算 结果 的 精确 解 是 ， 


Fam (e7- e) 


17. RAM Wilson — 0 法 计算 某 弱 非 线性 多 自由 度 系统 的 响应 。 


了 一 工 十 
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非 线性 动力 学 中 的 分 盆 是 非 线性 科学 研究 的 重要 内 容 之 一 , 也 是 非 线性 微分 方程 研究 
的 重要 组 成 部 分 。 分 盆 间 题 研究 起 源 于 18 世纪 以 来 对 天 体力 学 、 流 体力 学 和 非 线性 振动 中 
一 些 失 稳 现象 的 探讨 ,具有 深刻 的 工程 应 用 背景 。 经 过 一 百 多 年 来 的 微分 方程 的 发 展 , 特别 
是 近 二 三 十 年 来 分 岔 理论 和 方法 开始 广泛 应 用 于 力学 ,物理 学 .化 学 .生物 学 生态 学 等 学 科 
和 自动 控制 、 系 统 工 程 .机 械 振动 等 工程 技术 部 门 , 以 及 经 济 学 和 社会 发 展 等 社会 科学 领域 。 

分 岔 理论 不 仅 揭示 了 系统 的 不 同 运动 状态 之 间 的 联系 和 转化 , 而 且 与 混沌 运动 密切 相 
类 ,是 研究 混沌 产生 的 机 理 和 条 件 的 重 监 途径。 

近年 来 ,分 岔 理论 研究 十 分 活跃 ,研究 成 果 众 多 。 本 章 第 14.1 ~ 14.4 介绍 分 岔 问题 的 
基本 理论 和 研究 方法 及 其 在 工程 非 线性 振动 领域 中 的 若干 应 用 , 主要 参考 了 Stephen 
Wiggins, J. Guckheimer & P.Holmes, Chow & Hame 以 及 陆 户 部 、 陈 闻 想 等 的 著作 ,一 些 应 
用 实例 选 自 际 子 恕 等 人 及 本 书 作者 取得 的 一 些 研究 成 果 [46.47 93) 

非 线性 动力 学 中 的 混沌 运动 也 是 目前 非 线性 科学 的 研究 热点 之 一 混沌 被 认为 是 继 量 
子 力学 、 相 对 论 .基因 以 后 ,20 世纪 的 重大 发 现 之 一 , 目前 对 它 的 研究 已 遍及 各 个 领域 。 仅 20 
多 年 中 , 在 力学 、 物 理学 、 化 学 、 生物 学 、 生 态 学 及 各 工程 部 门 观察 到 大 量 的 混沌 例 
Jp 172,13, 74,106, 107, 124,192, 253, 264] 。 

混沌 是 指 一 些 确 定 的 系统 对 初始 值 二 分 敏感 , 即 初 值 的 微小 拢 动 会 使 系统 的 长 期 运动 
发 生 很 大 变化 , 且 貌 似 随机 的 一 种 运动 ,这 是 一 种 除了 平衡 态 、 周 期 运动 、 准 周期 运动 以 外 的 
有 界 的 不 规则 的 稳 态 运动 形 江 ,本 章 第 14.5 ~ 14.9 将 介绍 有 关 混沌 的 基本 知识 及 有 关 实 
例 。 : 


14.1 分 倪 概 述 


14.1.1 ， 分 盆 的 产生 及 分 类 


分 岔 理论 研究 动力 系统 由 于 参数 的 改变 而 引 起 解 的 拓扑 结构 和 稳定 性 变化 的 过 程 。 在 
科学 技术 领域 中 , 许多 系统 往往 都 含有 一 个 或 多 个 参数 。 当 参数 连续 改变 时 , 系统 解 的 拓扑 
结构 或 定性 性 质 在 参数 取 某 值 时 发 生 突然 变化 , 这 时 即 产生 分 岔 现 象 为 说 明 分 贫 现 象 , Ж 


考察 下 面 的 例子 。 
[14.1.1] 设 一 非 线性 一 维系 统 
x=pr-x xER (14-1) 
其 中 jE R 为 系统 参数 .这 是 一 非 线 性 自治 系统 。 确 定 其 平衡 点 的 方程 为 
их-х%=0 (14-2) 


显然 ,平衡 点 的 数目 与 j 的 正 负 号 有 关 。 当 产科 0 时 , 式 (14-1) 有 惟一 的 平衡 点 zx = 0, 它 是 
渐 近 稳定 的 。 当 и > 0 时 , 式 (14-1) 有 三 个 平衡 点 ,其 中 = 0 是 不 稳定 的 .而 zx =+ Vp 是 
渐 近 稳定 的 ,图 (14-1) 画 出 了 o 固定 时 系统 的 相 图 。 该 相 图 反映 了 平衡 点 数目 和 稳定 性 随 y 
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变化 的 情况 。 实 线 代 表 稳 定 平衡 点 , 虚线 代表 不 稳定 平衡 
点 。 从 图 中 可 见 , 当 #w < 委 0 和 A>0 时 ,系统 有 不 同 的 后 扑 结 
构 ( 即 式 (14-1) 解 的 数目 在 该 处 发 生变 化 ), 也 就 是 式 
(14-1) 解 的 拓扑 结构 在 上 = 0 处 发 生 突然 变化 ,此 时 出 现 平 
衡 点 分 贫 ( 叉 形 分 岔 )。 

[0] 14.1.2] 设 平面 系统 的 微分 方程 为 


[irt с + уэ! 


у= z+ yle- (z2 + y] 


(х,)Є Rh, £ € R (14-3) 

利用 极 坐 标 变换 图 14-1 。 单 参数 的 又 形 分 公 

É = rcosÜ 

А (14-4) 
y = rsin? » 
r= ríu- r?) 

式 (14-3) 化 为 | | “ (14- 5) 

由 式 (14-5) ЯМ, Ов, (14-5) 有 惟一 的 新 近 r 
稳定 焦点 (0,0)。 当 > 0 BF, (0,0) 变 为 式 (14-5) 的 不 稳定 
焦点 ,此 时 式 (14-5) 还 有 一 个 稳定 的 极限 环 r = Sp, АШ А 


14-2。 由 图 可 见 , 系统 式 (14-5) 解 的 拓扑 结构 在 p = 0 处 发 
ERREI, 从 平衡 点 产生 出 慨 限 环 , 即 产生 分 岔 (Hopf 分 
#), 

Ee AULUS BC а Ж ЖЕЙ, LER В, Jo Jr EG OS AES NICE LUE 
含 参数 的 动力 系统 为 


图 14.2 2 нор 


r= /(х,н) ‚ (14-6) 
EH z € USR 称 为 状态 变量 , 4 € J C R” 称 为 系统 参数 当 人 参数 „ 连续 地 变动 时 , ж 
统 (14-6) 的 拓扑 结构 在 wo € 了 处 发 生 突然 变化 , 称 式 (14-6) 在 и = jo 处 出 现 分 贫 , 称 po 
为 一 个 分 岔 值 。 在 参数 p 的 空间 中 由 分 岔 值 组 成 的 集合 称 为 分 岔 集 。 式 (14- 6) 的 极限 集 ( 平 
衡 点 或 极限 环 ) 在 x-y 空间 中 随 参 救 w 变化 的 图 形 称 为 分 从 图 。 
根据 研究 的 目的 .范围 和 对 象 以 及 方法 的 不 同 ,分 铭 问题 有 不 同 的 分 类 。 根 据 系统 轨 线 
的 范围 可 以 分 为 局 部 分 岔 和 人 金 局 分 贫 。 局 部 分 盆 仅 研究 在 平衡 点 或 阔 轨 附近 的 某 个 邻 域内 
向 量 场 轨 线 的 拓扑 结构 的 变化 , 全 局 分 侈 粗 路 地 说 就 是 非 局 部 分 倪 , 如 同 宿 异 宿 分 岔 、 局 部 
余 维 二 分 岔 中 出 现 的 全 局 分 多 等 。 局 部 分 岔 反映 许多 实际 工作 中 的 分 岔 问题 ,因此 本 章 主 要 
讨论 局 部 分 岔 问题 。 
在 通常 的 分 岔 研究 中 可 将 分 岔 分 为 静态 分 盆 和 动态 分 公 。 静 态 分 岔 方程 为 ; 
f(T up)=0 Є 09КЕ", g€ JR” (14-7) 
BG E BELA E SR (4-7) 解 的 数目 随 参数 y 的 变动 而 发 生 的 变化 ,静态 分 岔 主要 研 
完 平 衡 点 分 盆 。 动 态 分 岔 研究 动力 系统 方程 式 (14-6) 解 (极限 集 ) 的 拓扑 结构 随 参 数 y 的 变 
动 而 发 生 的 突然 变化 。 动 态 分 贫 主 要 研究 闭 轨 、 同 宿 执 线 、 异 符 罗 线 ,不 变 环 面 等 的 分 盆 , ES 
而 动态 分 岔 实际 上 包括 了 静态 分 岔 问题 本 章 主要 讨论 静态 分 岔 问题 ， 同时 也 介绍 动态 分 贫 
的 若干 问题 的 基本 研究 方法 。 
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14.1.2 平面 向 量 场 分 贫 


在 讨论 平面 向 量 场 的 分 岔 问题 之 前 , 先 介绍 若干 与 之 有 关 的 基本 概念 。 
设 平面 非 线性 自治 系统 


х= f(z) <= (ух), f = (f, fT (14-8) 
TE f(x) 的 平衡 点 z = zo 处 的 线性 化 矩阵 ( 即 导 算 子 ) 为 
2л ал 
8r, дл; 
L = Df = әр эһ (14-9) 
Iry 221,2. 
则 式 (14-8) 可 表示 为 
£= Іх + g(z), z€ R2, g(z) = oll zl) (14-10) 
其 中 £= La, х Є Е 


称 为 式 (14-8) 的 线性 近似 系统 。 
1. 当 工 的 特征 值 合 有 零 实 部 时 , 称 平移 点 ze 为 非 双 曲 的 。 
2. 当 方 程 (14-8) WARR r 的 特征 指数 等 于 零 , 即 


= т[ oa: -0 (14-11) 


则 称 闭 轨 为 非 双 曲 的 , 式 中 了 为 周期 。 

з. 式 (14-8) 的 轨 线 , 如 果 当 上 — co 1 — оо 时 趋 于 同一 个 平衡 点 , 则 称 为 同 宿 轨 线 ; 
如 果 当 4 -> co 和 + —— со 时 趋 于 不 同 的 平衡 点 , 则 称 为 异 宿 轨 线 。 

在 建立 了 上 面 的 概念 基础 上 , 下 面 给 出 平面 向 量 场 出 现 分 岔 的 必要 与 充分 条 件 。 

当 平 面向 量 场 使 下 列 条 件 之 一 成 立时 ,平面 向 量 场 出 现 分 贫 ; 

1. 存在 非 双 曲 平 稀 点 , 即 平面 向 量 场 的 线性 化 矩阵 L 的 特征 值 有 零 实 部 ; 

2. 存在 非 双 直 闭 轨 , 即 平面 向 量 场 的 闭 轨 线 的 特征 指数 等 于 零 ， 

3. 谷 在 同 宿 轨 线 或 异 宿 轨 线 , 即 平面 向 量 场 存在 连接 鞍点 到 鞍点 的 轨 线 。 

平面 向 党 场 出 现 分 急 的 必要 与 充分 条 件 可 以 直接 从 动力 系统 的 结构 稳定 性 定理 得 到 。 
关于 动力 系统 的 结构 效 定 性 定理 及 其 证 明 需 要 熏 分 方程 定性 理论 的 知识 ， 已 超出 本 书 范围 ， 
感 兴趣 的 读者 可 以 参看 其 他 有 关 著 四。 

“根据 平面 向 若 场 出 现 分 贫 的 必要 与 充分 条 件 , 可 以 将 平面 向 量 场 的 分 贫 分 为 三 类 ， 

1. 与 平衡 点 有 关 的 分 盆 

与 平衡 点 有 关 的 分 岔 属于 局部 盆 岔 。 当 py = po 时 ,平面 向 量 场 式 (14-7) 有 非 双 曲 平衡 
点 (zlo, zz), 此 时 系统 式 (14-8) 的 线性 化 矩阵 L 的 特征 值 有 零 实 部 ,在 这 种 情形 下 , 还 需 
视 特征 值 的 起 部 是 否 为 零 进一步 分 类 。 如 L 有 零 特征 值 , 即 特征 值 的 实 部 和 虚 部 均 为 零 , 则 
称 为 高 阶 平衡 点 分 贫 * 这 种 情形 将 在 静态 分 岔 中 进行 详细 研究 。 如 L 有 一 对 纯 虚数 特征 值 ， 
并 且 当 = pe 时 ,平衡 点 (zioy гоо) 是 非 线性 系统 式 (14-8) 的 细 焦点 , 即 平衡 点 (zio, zoo) 
是 非 线性 系统 式 (14-8) 的 焦点 ,但 却 是 其 线性 近似 系统 的 中 心 , 则 当 pp 变化 时 就 可 能 从 平 
衡 点 产生 极限 环 , 这 种 情形 称 为 Hopi 分 贫 , 见 图 14-3(a)。 若 工 有 一 对 缠 虚 数 特 征 信 , 并 且 当 
p= po 时 ,平衡 点 (xio, тов) 不 仅 是 非 线性 系统 式 (14-8) 的 中 心 ,而 且 也 是 其 线性 近似 系统 
的 中 心 , 即 是 式 (14-8) 的 真 中 心 , 则 在 (zio, zz) 附近 全 是 闭 轨 。 当 u 变化 时 就 又 可 能 从 其 
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某 些 闭 轨 分 盆 出 极限 环 , 而 平衡 点 也 不 再 是 中 心 , 这 种 情形 称 为 Poineare 48. 
人 时 , 式 (14-8) 有 非 双 曲 闭 轨 asm EO рт 
д = po Ё, - 
.根据 动力 系统 理论 可 知 , 此 时 的 特征 指数 。 6) 二 一- 二 > >< 
为 零 , 即 p 不 是 单 重 极限 环 而 可 能 是 多 重 极限 — 
环 . 半 稳定 极限 环 .周期 环 或 复合 环 中 的 一 条 闭 ә O3 @ 
Prop 变化 时 ,系统 可 能 出 现 闭 轨 突然 消失 的 
现象 。 当 4 < uo 时 无 闭 轨 , 而 当 4 > po 时 有 两 
个 极限 环 。 当 4 一 po +0 时 ,这 两 个 极限 环 趋 于 © © 
一 个 环 。 这 种 分 贫 称 为 二 重 半 极限 环 。 闭 轨 分 贫 
属于 局 部 分 贫 。 见 图 14-30). 四 X9) ) s< 

з. БИН ЖЕМНЕН E Ko 

当 2 = po 时 , 式 (14-8) ЖЕННИ, M „ E "M 
变化 时 , ИНАЧЕ, а mus sYwamxnad 
14-3(c), SUE FER LER A E BERI, DS и = po 时 , 式 (14-8) 有 异 宿 诸 轨 。 当 p 变化 
时 ,此 异 宿 轨 线 可 能 突然 消失 , 见 图 14-3(d), 或 从 此 几 条 异 宿 轨 线 相连 而 成 的 异 宿 分 盆 出 
极限 环 。 这 种 分 盆 称 为 异 宿 线 分 贫 。 同 宿 或 异 宿 娄 线 分 贫 属 于 全 局 分 盆 。 
14.1.3 ”分 偏 问题 的 主要 研究 内 容 

分 岔 问题 研究 的 内 容 广泛 而 丰富 , 既 需 要 较 深 厚 的 数学 基础 , LEERE HYLA 
识 ,归纳 起 来 ,大 致 分 为 如 下 几 个 方面 

1 分 盆 集 的 确定 , 即 确定 分 贫 的 必要 条 件 与 充分 条 件 ,这 是 分 盆 研 究 的 基本 内 容 。 

2. 分 岔 定性 性 态 的 研究 , 即 研究 分 贫 出 现时 系统 拓扑 结构 随 参 数 变化 的 情况 , 这 上 分 
岔 研究 的 重要 内 容 。 

3. 分 仿 解 的 计算 , 即 系 统 平衡 点 和 极限 环 的 计算 ,由 于 非 线性 系统 分 盆 的 直接 求解 往 
往 较为 困难 , 其 至 不 可 能 , 这 就 需要 采用 实用 而 有 效 的 近似 方法 。 

4 各 种 不 同 分 区 的 相互 作用 , MRI ESDI ання ONS MER. 

对 于 前 三 项 中 的 若干 内 容 ,将 在 本 章 前 面 几 节 中 讨论 最 后 一 项 内 容 ,如 分 贫 与 混 泪 的 
关系 及 分 盆 在 混沌 研究 中 的 应 用 ,将 在 本 章 后 而 有 关 温 站 的 节 中 进行 讨论 。 为 便于 后 而 研究 
的 希 要 ,下 面 介绍 定性 性 态 中 的 开 折 问题 和 全 局 分 贫 的 有 关 概 念 。 

1. 全 参数 分 岔 开 折 的 若干 定义 

反映 科学 技术 实际 问题 的 数学 模型 往往 是 建立 在 对 磋 实 系统 的 抽象 化 基础 上 的 。 它 与 
真实 的 物理 系统 往往 有 或 多 或 少 的 差别 ,这 种 差别 可 以 用 对 真实 系统 的 扰动 来 表示 。 为 了 使 
мяст ым AN златан EURT ESRAS 
的 开 折 问 题 , 下 面 给 出 有 关 开 折 的 一 些 基 本 定义 。 

定义 一 设 对 于 C” 函数 glr, a): U x J ЕЕ С° BE С(х, n, a): U x J x 
K — R ча = 0 时 有 


С(х,р,а) = g(x,p) 
则 称 G 28 g 的 一 个 上 参数 开 折 ,a 为 开 折 参数 。 
定义 二 ”如果 G 是 C” 函数 g(z, и) 的 某 个 开 折 , 并 且 包含 了 5 的 一 切 扰动 , 则 称 G 
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Ж z 的 一 个 全 开 折 。 

定义 三 “如果 & 的 一 切 全 开 折 中 , 所 含 参 数 个 数 最 少 的 和 开 折 称 为 普 适 开 折 。 

AX) — dE g 的 全 开 折 中 参数 数目 的 最 小 值 称 为 g 的 余 维 数 。 

普 适 开 折 存 等 价 的 意义 下 以 最 简单 的 形式 包含 了 z 的 所 有 扰动 函数 ,但 它 在 一 般 情况 
下 不 是 惟一 的 。 

2. 多 局 分 岔 的 概念 

引入 普 适 开 折 的 目的 是 为 了 研究 当 分 岔 方程 受到 挑动 时 分 贫 性 态 可 能 发 生 的 变化 。 因 为 
普 适 开 折 G 包含 了 z 的 一 切 挑动 ,因此 研究 分 岔 方程 的 分 岔 性 态 的 变化 就 转变 为 研究 普 适 开 
折 的 分 岔 图 随 开 折 参数 a 的 变化 。 关 于 分 谷 和 普 适 开 折 G 的 分 岔 图 有 如 下 基本 定义 

定义 一 当 分 岔 方程 受到 小 扰动 时 , 如 果 对 某 些 开 折 参 数 a, 普 适 开 折 G 的 分 岔 图 在 
等 价 意 义 上 保持 不 变 , 则 称 分 岔 为 通 有 的 ( 非 退 化 的 ) ,而 称 G 的 分 贫 图 为 持久 的 。 

定义 二 当 分 贫 方 程 受到 小 扰动 时 , 如 果 对 于 某 些 开 折 参 数 a, 普 适 开 折 G 的 分 岔 图 
的 定性 性 态 发 生 改 变 , 则 称 分 岔 为 退化 的 ,而 称 G 的 分 人 图 为 非 持 久 的 。 

可 以 通过 引入 适当 的 开 折 参数 将 退化 分 盆 扩 展 成 通 有 分 倪 。G 的 非 持 久 分 贫 图 上 可 能 
存在 的 点 有 三 种 .它们 分 别 是 踊 点 (分 贫 点 ) 滞后 点 积 双 极限 点 相应 的 这 些 点 的 集合 分 别 
定义 为 :， 

定义 一 对 于 并 折 参 数 a € RF 存在 (zx, д) € R x R, EEC, pa) bA G= G, 
= С, = 0, 则 此 开 折 参数 a 的 集合 称 为 歧 集 , 记 为 B. 

定义 二 对 于 开 折 参数 a € R FEl, a) € R x 民 , 使 得 在 (x,p,a) 处 有 G = G, 
= бы = 0, 则 此 开 折 参数 a 的 集合 称 为 迟 澡 集 , 记 为 Ho 

定义 三 ”对 于 开 折 参数 eE 于 存在 (zl zz, n) ER XR X К, хуз xdi, 
ga) = 1,2) 处 有 G = G, = 0, 则 此 开 折 参 数 a 的 集合 称 为 双 极 限 点 集 , 记 为 D。 

定义 外 G(zr,psa) 的 非 持久 分 岔 图 所 对 应 的 开 折 参 数 的 集合 : 工 = BUHUD, 称 
为 转 迁 集 。 

当 仅 考虑 小 扰动 ,即使 在 开 折 参 数 a € R 的 原点 的 某 个 小 邻 域 2 中 时 , ЕШ D НЕП 
分 成 若干 个 子 区 域 , 在 每 个 子 区 域 中 , G 的 分 贫 图 是 持久 的 。 在 同一 个 子 区 域 中 , 不 同 的 开 
折 参 数 a 对 应 的 分 岔 性 是 拓扑 等 价 的 ,可 以 由 这 些 区 域 作出 G 的 全 部 持久 分 岔 图 。 
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14.3.1 WEBSITE EAS 


蔡 态 分 岔 时 平衡 点 分 盆 问 题 中 的 重要 研究 内 容 。 本 节 主 要 讨论 局 部 静态 分 岔 问题 。 
设 蔡 态 分 岔 方程 为 (14-7) ,其 中 人 向量 场 f:U x J CR" x R” — R” zo, no) € Ux 
了 是 向 量 场 y 的 一 个 静态 分 岔 点 , 即 (zo, xo) = 0, 并 且 在 (zo, мо) 附近 了 对 z T, Сс, 
AP) FD, fx, н) XE z REG 连续 , 则 Df(zx,p) 是 奇异 (不 可 赣 ) 的 。 如 果 D.f(zo, o? = 0, 
由 以 下 静态 分 岔 条 件 是 必要 而 不 充分 的 
D.f(r.u)-0 (14-13) 
在 研究 静态 分 贫 时 ,通常 首先 由 静态 分 贫 的 必要 条 件 式 (14-13) RR IB TERES f, р) 的 
奇异 点 , 然后 再 判定 这 奇异 点 是 否 是 静 胡 分 盆 点 。 当 方程 的 维 数 较 高 时 , 向 量 场 的 静态 分 从 
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问题 研究 是 一 项 困难 的 工作 。 通 常 是 利用 1-5 约 化 方法 或 中 心 流 形 方法 将 原 方程 在 奇异 点 
附近 降 为 维 数 较 低 的 方程 。 约 化 后 的 方程 解 的 定性 性 态 与 原 方程 解 的 定性 性 态 是 等 价 的 , 因 
此 只 需 考虑 约 化 后 的 方程 解 的 定性 性 态 。 下 面 讨论 几 种 重要 的 单 参数 静态 分 岔 。 不 失 一 般 
性 ,以 下 设 向 量 场 的 平衡 点 (奇异 点 ) 为 (0.0), 因为 对 于 任何 奇异 点 ( ro, ие) 总 可 以 通过 变 
换 z = ar- ro Ë = -Apo 使 0,0) 成 为 奇异 点 。 


14.2.2 ” 单 参 数 静 态 分 岔 


式 (14-13) 是 必要 条 件 而 非 充分 条 件 , 现 就 若干 具有 一 维 零 空间 的 单 参 数 静 态 分 岔 给 
出 其 充分 条 件 。 先 介绍 有 关 线 性 代数 中 有 零 特征 向 量 的 概念 。 : 

设 向 量 场 f(z, u) 在 (0,0) 的 线性 化 矩阵 为 工 = DAF(0,0) ,如果 工 有 一 个 单 重 特征 值 
等 于 零 而 其 余 特 征 值 的 实 部 都 不 等 于 零 , 则 有 

Le-0, gL =0 Фі = lol = 1 (14-14) 

其 中 p,p ЖАЛУ L 的 零 特征 秆 的 左 单位 特征 向 量 和 右 单位 特征 向 量 。 

1. 较 结 分 贫 (Saddfe-Node Bifurcation) 

对 于 非 线 性 系统 式 (14-6), WR f(x, yp) 在 平衡 点 (0,0) 除了 满足 式 (14-7) MR 
(14-13) 外 , 还 满足 


D,f(0,0) # 0 
12700,0) #0 (14-15) ^ 
则 系统 式 (14-6) ЖЕ (0,0) MARRA, 其 向 量 声 
(14-7) Bš а 的 变化 通过 (0,0) 时 , 从 无 解 到 突然 出 K F F 
ARAR АИО REDE LE 14-4 Ж `- ` 
(a) 3 9 > 0 的 情形 ,(b) 为 - SË < 0 58 " " 
形 。 图 14-4 МЕЗ 


2. 跨 临 界 分 盆 (Transcritical Bifurcation) 
对 于 非 线 性 系统 式 (14-6), 如 果 у(х, н) 在 平衡 点 (0.0) 除了 满足 式 (14-7) 和 式 
(14-13) 外 , 还 满足 
#[D2F(0,0)(e,2)] 5 0 
9D,D,f(0,0) p > 0 
则 在 (0,0) 出 现 跨 临界 分 岔 , 见 图 14-5. 
3. ХЖ (Pitchfork Bifurcation) 
对 于 非 线性 系统 式 (14-6), 如 果 flr, y) 在 平衡 点 (0,0) 除了 满足 式 (14-7) 和 式 
(14-13) Ж, 还 满足 


(14-16) 


$[12/(0,0)(9,9)1 = 0 
9D,D,f(0,0) p #0 : (14-17) 
$D3/(0,0)(9, 9, 9) Z 0 
则 在 (0,0) НЯХ, 见 图 14-6. . 
EXER AK VEDO НГ 8: Wiggins 的 著作 。 
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Eis BEIR- 图 14-6 REHE 


14.2.3 ЖФ 


在 动态 分 岔 问题 中 , Hopf 分 贫 具 有 重要 的 理论 意义 , 并 且 因 其 与 自 激 振动 的 产生 有 密 
切 关系 ,因而 又 具有 重要 的 实际 应 用 价值 -本 节 以 Hopf 分 岔 为 例 讨论 动 态 分 岔 问题 。 
Нор! 分 贫 指 参数 变化 上 且 经 过 分 岔 值 时 , 从 平衡 状态 产生 孤立 的 周期 运动 的 现象 , 也 即 
从 中 心 型 平衡 点 产生 极限 环 的 现象 -对 于 二 维 非 线性 系统 有 如 下 定理 : 
二 维 Hopf 分 贫 定 理 
设 合 单 参数 „ 的 二 维 平面 系统 
i= F(x,y, 4p) 


. z,y€ UC RF pu €JcR (14-18) 
у= С(х,у,н) 


并 设 (0,0) 对 所 有 的 г 均 为 (14-18) 的 平衡 点 , BD 

F(0,0,z) = С(0,0, в) = 0 (н1) 
Җ (14-18) 在 (z,y) = (0,0) 处 的 线性 化 矩阵 L(yp) 在 jy = 6 附近 有 一 对 复 特征 值 (we) + 
iB(go. BG >0 时 ,有 


a(0)=0 f(0-«»0 GD) 
以 及 h=d| #0 (H3) 
P 


则 有 如 下 Hopi EM: 

如 果 非 线性 系统 式 (14- 18) RERED, (《H2),(H3) , 则 存在 一 个 充分 小 的 eo > 0 和 
一 个 解析 函数 jy = р(х), (0) = 0, 债 得 对 每 个 es € (0, so) ,系统 式 (14-18) 有 闭 轨 D, , HT 
系统 经 过 (x,0)(0 <! z 1< e) 的 点 的 轨 线 是 周期 轨 线 ,并 有 

1. WR e (c) 二 0, 则 系统 式 (14-18) 在 平衡 点 (0,0) 的 邻 域内 充满 闭 轨 , 即 以 (0,0) 为 
中 心 。 

2. WẸ alr) > 0, 则 系统 式 (14r18) 以 (0,0) 为 稳定 细 焦 点 , 在 (0,0) WRA, 对 于 每 一 
个 p 值 只 有 一 条 周期 轨 线 , 即 是 经 过 (z(p),0) 的 那 一 条 。 此 周期 轨 线 的 两 个 特征 乘 数 中 + 
一 个 为 1, 另 一 个 介 于 0 与 1 之 间 , 从 而 此 周期 轨 线 是 稳定 极限 环 。 

3. WR ulr) <0(0 <! z < ce), 则 系统 式 (14-18) ЫШ (0,0) 为 不 稳定 细 焦 点 ,在 (0,0) 
WRA, 对 于 每 一 个 y 值 只 有 一 条 周期 轨 线 了 ,此 周期 轨 线 的 两 个 特征 乘 数 中 , 一 个 为 1, 另 
一 个 大 于 1, Г 为 不 稳定 和 极限 环 。 二 维 Hopi 分 岔 见 图 14-2。 

说 明 : 在 应 用 Нор! 定理 时 , 可 以 先 计算 并 判定 式 (14-18 ) 的 平衡 点 (0,0) 是 中 心 还 是 稳 
定 细 焦 点 或 不 稳定 细 焦 点 ,然后 根据 定理 中 的 (H1), (H2) 和 (H3) 得 到 相应 的 结论 。 

[14.2.1] ”研究 二 维 非 线性 系统 
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х= y = Јун) 
$--actuy-y) = glay a) 
的 轨 线 及 稳定 性 。 
解 ”该 系统 的 线性 近似 系统 的 系数 矩阵 为 


ТИКИ 


其 特征 值 为 和 = 分 于 二 2а 
平衡 点 为 (0.0), 满 足 分 倪 必 要 条 件 。 当 | и 1< 2 时 , 有 -- 对 共 饭 复 特征 值 
alu) k Ble) = 5+ £: J4- п? 


EË (и) = 4,800) = 1 Ма 12,92 = n > 0,а(0) 20,80 = 1> 0 


满足 二 维 Hopf 定 理 的 三 个 条 件 , 故 存在 一 解析 函数 py = xz (z)(1 z 1 充分 小 ,mn(0) = 0), 使 
非 线性 系统 经 过 (z,0) 有 周期 轨 线 ,也 就 是 经 过 (z,m) = (0,0) 系统 从 平衡 点 出 发 产生 周 
期 轨 线 , 即 Hopf @-@ o 
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近年 来 , 分 岔 理论 取得 了 很 大 进 晨 , 提 出 了 多 种 研究 方法 .这 些 方法 大 致 可 分 为 定性 方 
法 、 定 量 方法 和 数值 方法 三 大 类 。 定 性 方法 主要 有 奇异 性 方法 .P-B 规范 形 方 法 、 寡 级 数 方 
法 、 后 继 函数 法 .Melnikov 函数 法 以 及 CL 方法 等 。C-L 方法 通过 结合 对 称 性 与 奇异 性 理论 ， 
将 LS 约 化 方法 推广 到 非 自 治 系统 , 揭示 其 分 岔 特性 。 由 于 非 线 性 问题 的 复杂 性 , 且 理 论 分 析 
往往 需要 较 深奥 的 数学 理论 ,使 得 利用 定性 方法 和 定量 方法 求解 均 较 困难 , 因此 利用 数值 计 
算 的 方法 在 分 岔 研究 上 就 具有 十 分 重要 的 地 位 , 目前 在 分 盆 的 数值 研究 方面 已 经 取得 了 卓 
有 成 效 的 进展 .尽管 如 此 , 在 研究 分 贫 的 三 大 类 方法 中 , 定性 方法 仍然 是 最 基本 和 最 重要 的 
方法 本章 主要 介绍 奇异 性 方法 中 的 L-S 约 化 方法 和 Р-В 规范 形 方法 奇异 性 理论 是 现代 数 
学 的 重要 分 支 , 它 已 成 功 地 应 用 于 非 线性 科学 。 在 分 贫 问 题 中 , 它 提供 了 处 理 静 态 分 贫 Hopi 
分 岔 和 退化 Hopf 分 盆 的 统一 方法 。P-B 规范 形 方法 是 利用 近似 重 同 的 非 线性 变换 在 平衡 点 
附近 将 原 方程 简化 , 从 面 把 对 原 方 程 的 研 完 转 变 为 对 其 规范 形 的 研究 -对 于 高 维 分 岔 问题 ， 
通常 需要 将 方程 降 维 ,这 可 以 利用 L-S 方 法 和 中 心 流 形 方法 ,在 本 书 第 十 二 章 非 线性 系统 周 
期 解 的 稳定 性 中 对 利用 中 心 流 形 方法 判定 稳定 性 问题 已 有 介绍 , 因此 本 节 将 主要 介绍 L-S 
方法 。 


14.3.1 L-S 约 化 方法 


LS 约 化 方法 是 将 高 维 或 元 穷 维 非 线 性 方程 化 为 低 维 或 有 限 维 方程 的 方法 。 其 基本 思 
想 是 将 R" 维 空间 的 状态 变量 z 表示 成 两 个 子 空间 的 直 和 , 并 将 方程 分 别 投影 到 这 两 个 子 空 
间 上 ,得 到 两 个 低 维 方程 ,其 中 一 个 方程 由 隐 函 数 存在 定理 知 其 必 有 惟一 解 , 把 求 出 的 解 代 
入 另 一 个 方程 中 去 。. 于 是 原来 的 高 维 方程 求解 问题 就 化 为 另 一 个 低 维 方程 的 求解 问题 。 

设 (0,0) € Ra x JI f(x, p) 的 一 个 奇 点 , 记 线性 算 子 工 = D.f(0,0), N(L ) 为 工 的 
零 空间 , R(L) 为 工 的 值 域 , M = N(L)L,S = КО) 8:808 NOL) Ж R (TL) 的 正 交 补 
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ЖЇНЇ, LR EC 1) 个 特征 值 等 于 零 。 由 线性 代数 埋 论 知 , dimS = k = dimN(L), dimM = 
n -k= dimR(L)。 因 此 在 Е" 空间 x 有 直 和 分 解 
R'—- МІ) Фм 
R' = S@R(L) 
设 P R" 一 R(L ИНЕТ, HEN) = S,WIEAHSIES T I -P = QRQ) = 
S,N(Q) = R(L)。 式 中 了 为 恒 癌 算 子 。 则 方程 (14- 7) 等 价 于 
Pr(z,p) = 0 
О/\х,н) = 0 
L-S 约 化 的 基本 思想 是 ,从 (14-20) 的 第 -- 式 解 出 的 n — k 个 变量 代入 (14-20) 的 第 二 式 以 
后 , 使 问题 变 成 为 求解 上 个 未 知 量 的 方程 。 
由 直 和 分 解 式 (14- 19), 对 于 任何 zx € R”, A 
r= u+u,u=u€ N(L) o € M (14-21) 


(14-19) 


(14-20) 


从 而 式 (14-20) 成 为 
Pf(u * v.n) = 0 
(I- P)f(wu tv, y) = 0 
在 原点 把 式 (14-22) 的 第 一 式 对 v 求 导 得 
D,Pf(0,0) = PD,f(0,0) = PL = L 
最 后 一 个 等 式 是 由 于 N(P) = S.B P XERCL) WVIVERISET filz] 9T bf, 线性 算 


(14-22) 


+ 
L:M — R(L) 
JR IERI. 
于 是 由 隐 商 数 定理 ,可 以 从 式 (14-22) 中 的 第 一 式 惟一 确定 v= plusy), WE 
Pf(u + g(u, р), p) = 0 
600,0) = 0 (14-23) 
BH o = plu, p) КА (14-22) 中 的 第 二 式 , 有 
Ф(и,н)я+=(1- P) f(u + ф(и, p), p) =0 (14-24) 
ИНО /(х, и) 的 零点 与 Dr, p) 的 零点 有 一 一 对 应 的 关系 : 
z = и + g@(u, p) (14-25) 


从 而 原 系 统 式 (14-7) 的 求解 问题 等 价 于 低 维 零 空间 INCL) 中 式 (14-24) 的 求解 问题 。 式 
(14.24) 称 为 原 系统 式 (14-7) 的 约 化 方程 。 
ERRERA Е, 在 零 空间 NCL) 和 值 补 空间 S 中 引进 坐标 。 没 c 和 es? (i = 1,2, 7, X) 
分 别 为 NCL) 和 S 的 正 交 标 准 基 向 量 。 对 任何 и € NO) 可 以 表示 为 
^ 
u= M» 
= 
从 而 式 (14-24) 成 为 
n 
АО, в) = (I - PO ve + eive udi = 0 (14-26) 
= = 
另 一 方面 ,8 = (I - P) Р 5 的 补 投影 算 子 ,可 以 表示 成 内 积 的 形式 


n А 
һд) < Qf >= < е*,/( уе, + eyes) >= 0 (14-27) 


rat 2458 217 > 


(14-27) DRHE D BR. 

需要 指出 的 是 ,虽然 约 化 式 (14-26) 5X 014-27) 的 维 数 低 于 原 系统 的 维 数 , 但 其 求解 
仍然 较为 困难 。 通 常 采用 级 数 展开 等 方法 求 其 低 阶 项 -此 外 由 于 N CL) RIS 空间 的 基 的 选取 
不 惟一 ,导致 约 化 方程 亦 不 惟一 ,但 彼此 等 价 。 

【 例 14.3.1) 研究 非 线 性 系统 


2 
Zi = ртү+ту- ri= fi 


zx =- z, zt = f 
E ”该 方程 的 奇异 点 由 式 (14-7) 决定 , 即 
вау + ло 20 — 0 
-r-z = 0 


AGERE (т, и) = (0, н), ELTE T AD А, 有 


LEN 
ро) = 10 


用 LS 方法 建立 约 化 方程 ,其 线性 算 子 
L = D.f(0,0) = Ë ^l 


FEE [НИ [н 2-1 
N(L) = (rn o2) | zç = 01 
R(L) = | (трло) | zí = 91 
ШЙ R(L)= NL), RM = R(L),S = NIL)。 在 此 情况 下 式 (14- 19) 的 两 个 直 和 
分 解 相 同 ,分 别 取 INCL REIR CL) 的 单位 向 最 el = (1,0) le; = (0, 1)7。 对 任何 x € R”, 
有 直 和 分 解 z = u + wv, 其 中 = туе, € N(L),v = z>e2 € M. R’ BER R(L ) ВЛЕ 
ZRERT P 为 
Pf(z,#) =< en f(z, p) >= Уел = AE VEEPDEERD 
得 rza=-xz 从 而 v= ф(и,н) = z=- rie 将 此 式 代 入 分 合 方 程 (14-27)， 
并 注意 到 S = N(L) E S 中 取 e”= ei, 十 是 得 
А(ху, н) =Qflu + vu) =< Ө, >= < ey fre + rzez, n) > 


= co 人 |- LEPOREM 
从 此 一 维 约 化 方程 得 到 两 个 解 ту = 0, ri = 4/2。 由 这 两 个 解 知 = OBRA 
分 贫 图 见 图 14-5, 这 是 跨 临界 分 盆 。 此 外 , 由 此 解 可 得 原 系统 分 岔 方程 的 两 个 解 
аа) = (0,07, (ы) = (44, - Ë) ‚ 
即 原 系统 也 在 p = ОНА, E EK aE BI ICI FRUTA GP t DL RE RACE 
程 描述 。 
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14.3.2 Poincare-Birkhoff 规范 型 方法 


奇异 性 理论 方法 为 研究 动力 系统 分 岔 问题 中 的 平衡 态 多 重 解 和 周期 振动 Hopf 分 岔 提 
供 了 一 种 有 力 的 工具 , 寄 异 性 理论 能 够 用 统一 而 明确 的 方式 处 理 不 同 的 静态 分 岔 问题 。 应 用 
奇异 性 理论 研究 微分 方程 往往 需要 借助 变换 将 方程 变 为 较为 简单 的 形式 , 如 利用 
Poincare-Birkhoff 规范 形 方法 (以 下 简称 PB 规范 形 ) 在 平衡 点 附近 通过 一 系列 近 于 恒 同 的 坐 
标 变换 , 可 以 把 微分 方程 化 为 较为 简单 的 形式 ,因此 它 是 研究 微分 方程 定性 理论 和 含 参数 的 
分 岔 问 题 的 基本 方法 之 一 。 
1. PB 规范 形 的 概念 
设 常 微 分 方程 z= f(r) xz € R" (14-28) 
ХШ 4 EAHE AR, ME у(х) 足够 光滑 , 且 f(0) = 0。PB 规 范 形 的 目的 是 通过 坐标 的 
多 项 式 变换 使 得 f(z) 的 Taylor 展开 式 中 直到 + 阶 (+ > 2) 项 均 有 比较 简单 的 形式 。 化 简 过 
程 从 低 次 项 到 高 次 项 逐 阶 进行 的 步骤 都 是 类 似 的 。 在 此 仅 讨论 其 中 的 任意 一 步 。 
JE HA (2 < & < r) AA R" AR 的 所 有 上 次 齐 次 多项式 组 成 的 向 量 空 间 。 令 上 = 
Df(0), 把 微分 方程 (14- 10) 写成 
r= Lat faGz) + + fala) OC z 07 G4-29) 
设 方程 (14- 10) 右边 的 展开 式 中 有 直到 {& - 1) 次 的 项 已 经 化 简 , 并 写 为 
fz) = La + ga(z) + - + gua) + h (z) + ol z |) 


(14-30) 
HP zg, € H(i = 2,…,k - 1) 为 已 经 化 简 的 项 ,h. € H; 为 待 化 简 项 。 现 在 需要 寻找 到 一 
个 坐标 变换 去 化 简 h(xz), 且 保持 次 数 低 于 的 项 不 变 。 为 比 作 变换 


zr = y- P,(y) (14-31) 

其 中 Pi € Н 为 待定 函数 。 将 式 (14-31) 代入 式 (14-28), 有 
y+ DP,(>) у= fly + P,(y)) (14-32) 
即 у= (T+ DEG f(y + PGD (14-33) 
由 代数 大 除法 G ~ DEG)! = 7 -DPi(y) +о( || y ll *) (14-34) 


并 考虑 式 (14-30) 有 
y = G-DP,GDLLG + PG) + абу) + =° + gal) + Ву) + оу" 
= Ly + g2(y) + = + aO) + бу) - DP, (у?гу + ІР (у) + o | > ll* 


(14-35) 

令 adiF(y) A [DF(3)] * Ly - LF(y) (14-36) 
3 (14-35) 成 为 

>= Ly + дабу) + + graly) + FG) — аР (у) +о y || * (14-37) 


H (14-36), ФК ad F (y) НЕЙТ, ЛН аа. CHE) C H5, iB R: = adt (НА), FR 
R} E 成 中 的 补 空间 St, 使 FE = КАФ St。 从 而 可 得 hE FE 表示 成 hh = f,(y) + eO), 
AO) € Rig € S$, EI f, € 10 = а (Н), АТИНА Р, (у) € H, Ё 
adiP,(y) = fly) 与 式 (14-31) PRI + 1 阶 高 阶 无 穷 小 项 外 ) 抵消 , 即 把 haly) 项 化 


简 。 从 而 式 (14-37) 化 为 
у= Ly + воб(у) + + ga + дубу) *ollyll* (14-38) 
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其 中 ш, € SL。 上 述 分 析 对 于 2< 坟 大志 7 均 成 立 , 从 而 ,可 以 通过 一 系列 的 坐标 变换 ,使 z, € 
S.G = 1,2,…,r), 从 而 得 到 Poincare-Birkhoff 规范 形 定理 : 

Bf) Ë: C'(r 2) АЎ, /(0) = 0, L = Df(0), 则 在 原点 附近 存在 一 个 坐标 的 x 
次 多 项 式 变换 ,使 得 在 新 坐标 系 中 , s (14-28) 化 为 如 下 的 规范 形 : 


у= Lyt (у) + + бу) + оу" (14-39) 
其 中 z, € Ss(i = 12,…,r)o 在 实际 应 用 中 ,通常 略 去 高 于 r 阶 项 , 得 到 
у= Ly + g2(y) + =: +g, Cy) (14-40) 


称 之 为 式 (14-28) 的 一 个 r 阶 截 断 PB 规范 形 。 

需要 指出 的 是 ,在 平衡 点 附近 , 截断 PB 规范 形式 (14-39) 与 原来 系统 式 (14-28) 的 拓扑 
结构 联系 密切 ,但 并 一 定 相同 。 存 在 着 两 个 问题 ,其 一 , 对 于 给 定 的 > 阶 规范 形 研 究 与 原 系统 
的 定性 性 态 相 近 到 何 程度 仍 未 解决 .其 二 , 当 r — co 时 ,规范 形 也 不 一 定 总 收 僵 , 尽管 如 此 ， 
在 阶 数 不 太 高 时 ,规范 形 在 平衡 点 附近 能 提供 定性 性 态 方面 的 重要 的 信息 , 而 这 时 研究 原 系 
统 的 拓扑 结构 有 很 大 意义 。 

2. PB 规范 形 的 计算 

规范 形 计算 需要 搞 清 补 空间 的 结构 。 而 补 空间 是 不 惟一 的 , 不 同 的 补 空间 导致 不 同 的 
PB 形 规范 形 。 下 面 介 绍 两 种 规范 形 的 计算 方法 。 在 讨论 中 , 设 给 定 线性 算 子 L, 但 非 线性 部 
分 任意 。 并 且 假 设 L 已 化 为 Jordan 标准 形 , 因为 这 总 可 以 通过 非 奇 异 线性 变换 实现 。 

(1) Яв 

НА 是 一 有 限 维 向 量 空间 , ad, 是 线性 算 子 ,因此 可 以 通过 线性 代数 的 矩阵 理论 求 出 补 
空间 Si 进而 求 得 规范 形 , 由 线性 代数 理论 , 有 如 下 关于 补 空间 的 定理 : 

Wes rs el 为 焉 的 一 基 , Баа, 在 此 基 下 的 矩阵 , 则 的 复 共 辑 转 置 矩阵 * 的 零 
空间 N (L * ) НА KER, Ri = adr CHE), fE Hš 中 的 一 个 补 空间 , 即 有 如 下 直 和 分 解 

Hi -RÉON(GC) (14-41) 
[ 例 14.3.2】 已 知 微分 方程 zx= Lr + f(x), zx € R?, 求 其 二 阶 PB 规范 形 ,其 中 


Ka = ozilh L= D | 


E 令 y= (yby2)7ER? 取 2 维 向 量 空间 二 次 齐 次 多 项 式 的 基 为 


кезен „ы ДЫ 
M ai Nyisa iyi io fio. Plo 
对 于 每 个 函数 FO) = 《Fi(y),Fa(y))7 € HIR 
$E, aF; 
д ә 
“APG) = [DPD -LFO = om um [o J-E dz 
321 дуз 


HAS Fly) = «GG = 2 = [^ 
ste = [„ өе edil" өй! s o el sl 


sol lol 
- - = 26 
[2 0 ° 


> 


` 220 - э}, W 38 55 9 sb: r t6 LEE E ERE 


" Fi] | °] Ju 
对 于 = 
+ p" My 有 
MEM ЕЗЩ MM [9 Pall А 
adi y) = » MM Lo 0 yiya ai гесе 
. Fij 0 1 
对 于 MEM 有 
[9 E 0 17/0 o f»X 
айез\у) = M 0 B Ji E (j-i kasa 
辣 理 求 出 "D 和 eG 
从 而 得 ad, 在 此 基 下 的 夭 阵 
Го о 0000 
|2 0 оноо 
0 1 0000 
A= 
- 0 0000 
0-1 0200 
.0 0-101010 
解 线性 方程 A'Z-0 ZER 
求 出 其 一 组 基础 解 系 (0,1,0,2,0.0)7 (1,0,0,0,0,0)" 
得 Si = NtA*) 的 一 个 基 
. a qi EW ISIS 0 
Сет dd ) B Cez + 264,61) 7 оар |. H | Jyiyz >? 
2ау{ 
故 有 ga(y) = aet (y) + be; (y) = ; 
аууз + byi 
Ж a,b 为 常数 ,从 而 原 方程 的 一 个 二 阶 规范 形 为 
2 [° d [ 2a? ] [>] 2ауї | 
ME * E + 
»} Lo 015,17 ayuy + в) \0 аууз + byi 


于 是 原 系统 在 平衡 点 的 定性 性 态 可 由 此 - 阶 规范 形 表 示 。 
TARAM, 失 阵 法 的 构造 比较 简单 , 但 成 的 维 数 随 n 和 上 的 增 大 而 迅速 增 大 


ККК = nta t k seg eremo, HORT OR GAB, 


(2) REAT 
由 线性 代数 有 如 下 定理 : 设 L) WAER L. = DIC BACIEREREREE BE, 则 在 HŠ 
中 ,线性 算 子 adi 的 雷 空 间 N(adf ) 是 КЁ 的 一 个 补 空间 , 即 H: = R: © N(ad Ë ) 
十 是 确立 N ladi) 即 为 解 线性 偏 微分 方程 
DF(y) 'L'y- L*F(y) =0 F€ Hš (14-42) 
在 成 中 的 多 项 式 解 。 
[ 例 14.3.3】 ”用 共 罗 鼻子 法 求 痢 面 的 例题 


W KA L= °] y = Qu»), FG) = (Fi(y), F2(2)7, MJ 


li ob 
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pe nje n). 
ду; ду у 1 ОАР 


EB BTE Р, = FiGOD Ж@ y, 又 由 第 二 个 方程 知 F, 只 能 是 y, 的 一 次 方 ,此 外 ,又 
WA FE Hi, n 


2 
ayi 


Е(у) = | 2 
ayıyz + бу 
HR SLET 2,6 为 任意 常数 。 故 取 gz(y) = Fo) 从 而 得 二 阶 规范 形 


» | »| | ayı | 
= + 
32 0 ayy + byi 


n] BL, N AF2 RERE SEC GE DE 一 。 
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[0 14.4.1] 研究 例 12-4 BEXESEZXTETR SB EE ЕЕ ЖЕТА o 
Ж — dig 12-4, 经 化 简 后 振动 磨 的 微分 方程 为 


у =- ay + 25026-65) ало 
нлар, 令 
do 
"EE 


并 消去 0 后 .得 分 岔 方程 
EE 


" 
其 中 3 = о - 0.% 


_ > 
2-2 p= rv 
= 2 
y + 
o 
_ хя 
à= 2 
2. 
Ko 
дс re 
z тр? 4е2 р? 


并 略 去 高 阶 项 , АНЕ 


222. Tk # R я ж f ó SE 3⁄2 + дт k Ж 


G(z pA Àz) = [e + [z -二 可] + pie + рал? = 0 


其 P.B 规范 形 为 GG = [a + |= = +z) | 

由 规范 形 理论 可 以 证 明 , GG ps A AD 是 G(z, д) 的 一 个 二 开 折 。 开 折 参 数 A, 反映 阻尼 
的 大 小 , 12 反映 外 激励 的 大 小 相应 地 该 分 贫 方 程 的 歧 集 卫 有 三 个 

ВА = 0 


ВА; = HE 1 - 4022 + /1— 1631 — 822] 
HE HO 
16А; + [445 + (2 - 22)2]2 
160 + ux)z? 


cat Jeh - 4сүсу 


2с\ 


AM =+ 


А = 


其 中 ca m Она) ua aO Dau + pa) 


x 


asd lu] si La] 
ХЕ. OER) 
【 例 14.4.2】 分 析 如 下 具有 滞后 非 线性 的 单 自由 度 非 自治 系统 的 分 贫 行 为 


ž- b+ ра + F(x) = fcoswt 
Жр b, р, f. o 为 常数 ,而 下 ARA W E EREET 
F(x) =F [Gs + z)" - 27738] 
解 ” 仅 考虑 主 共振 情况 , 即 p ле o 1 р? = w + o, K о 为 解 谐 参数 -引入 小 参数 e, 
得 
ï+ ра = el- от + bz— Е(х) + fcoset] 
设 解 为 z= acosp =- аозіпр p = et + 0 
根据 平均 法 , 得 一 次 近似 解 


de l| de baw 


а ~ AQ) + fans] 


dg 1 1 

dr --i[. 29% - В(а) + fos] 
其 中 z = ё 

A(a)- аа" a = Cin — 122 


n(n + Dx 
1 2 
Tim + 
Lan ga 23 [г 2] 
В(а) = №" B= ру TOn + D 
EP rOn) 1602 + 402 > f BRA 


Atat %ЬАЖ ， 223 · 


APENE 


a?” — A4, + aja? aga = 0 


WRR a = z - 52, ЯФ НЫ 


xtA + siz + езх? = 0 


2 
A-AÀ -Bla - 
1, 2 
其 中 e1 = g(a} - 4a))as 


e; = x Gn — 3a?) 


REGED rt - А = 0 的 余 维 二 普 适 开 折 。 其 转 迁 集 为 ， 
ERB = Ф 
z 3 
mamn = 9) =-19)] 
双 极 限 集 :DD = {el = 0,6. sç 01 
HARER: TX = BU H U D, 
【 例 14.4.3】 分析 参数 激励 作用 下 广义 van der Pol 振子 
ï- elp- az? + 822) rt{w +efcos2t)x = 0 
的 分 岔 行为 。 
解 ”研究 主 参 数 共振 时 的 分 岔 。 由 多 尺度 法 得 到 一 次 近似 情形 下 极 坐 标 形 式 的 平均 方 
程 为 


да = Lpa- T(a - Зра? + L fasinzg 
a E = sa + dfacos29 
令 = 0,1. = 0, 并 消去 ,得 到 分 贫 响 应 方程 为 
ü 
[i5 - it - 304] + ata? = ifs 
近 一 步 化 为 


(a – 38Ya* – 8(а - ЗВ) ua? + 4(1602 + 4⁄2 — P) = 0 
首先 我 们 注意 到 当 ? — 1602 < 0, 1o 17 £ RPE RE, f - 1602 > 0, 即 
lei« f B, r Ens X Ek — ARRA ERR БОЕ < - 38 > 0, 我 们 可 以 得 到 以 下 几 
种 不 同 解 。 
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1. 341632 - 4⁄2 > f? В, 9 
а = 0 
fáu + 2(/®— 162) 12 
ес а – 3g 
niai f e RR 
-0 
23151 
= [+ 2(P - 16e 2] 
а — 3p 
- [e ate as ba Ë 
UN 


3. 在 其 他 区 域 只 有 a, = 0. 
下 面 利用 奇异 性 理论 分 析 振 幅 一 参数 激励 幅 值 分 贫 啊 应 曲线 。 令 


z= 40160? + Ag?) 28 = —8 _ 22 AP _ 
(а – 38)? ° a-ag 7 (a - 30 
因此 方程 可 以 写成 
а — ѓа + ёа + 2да? = 0 
令 Н(а, 9, В)а? - ра +а + 2а? = 0 


根据 文献 [46, 70] PAFA E ЛО АЕ И, 有 


(a) HER Bor = 0 
(02 f Bua = geo 

(с) EER Hyg = 0 

(d) 滞后 集 H, 和 双 极 限 点 集 D 是 空 集 
1(e) FER У = Bo Ú B, U Ho 


14.5 ”混沌 概述 


14.5.1 ”定常 运动 的 分 类 和 混沌 运动 的 定义 


对 于 非 线性 
种 是 Newton 创 


E 振 动 ,或 者 较 一 般 地 ,对 于 运动 这 个 重要 概念 ,其 数学 描述 可 分 成 为 两 类 ,一 
造 的 确定 性 描述 , 男 一 种 是 随机 性 描述 。 


混沌 要 研究 的 是 确定 性 运动 ,一 切 运动 在 本 质 寺 者 是 非 线性 的 ,这 一 点 在 Newton 力学 
创始 伊始 就 已 经 认识 到 了 。 但 是 由 于 数学 处 理 的 困难 ,早年 人 们 对 运动 的 确定 型 措 述 只 限于 
线性 将 型 和 - 些 特殊 的 可 积分 非 线性 模型 .后 来 , 人 们 越 来 越 把 注意 力 转移 到 较为 精确 , 较 
为 责难 的 非 线性 模型 -数字 电子 计算 机 的 出 现 , 为 求解 非 线 性 系统 提供 有 力 的 技术 手段 ,而 
使 非 线性 模型 得 到 广泛 的 应 用 。 

在 数值 计算 过 程 中 , 美国 气象 学 家 Lorenz(1963) 对 大 气 中 对 流 的 一 个 简化 模型 的 研究 
和 日 本 物理 学 家 Ueda(1973) 对 Duffing 方程 的 一 种 变形 的 研究 中 , 发 现 了 确定 性 非 线性 系 


Sas Hed PR 


泥 汪 性 态 。 即 在 一 定 条 件 下 ,这 些 系统 的 解 ,并 不 显现 所 预期 的 那 种 


极限 性 态 。 除 此 以 外 ,这 类 运动 具有 对 初 值 的 极端 敏感 性 , 即 初始 条 件 的 微小 改变 导致 较 长 
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FESTE JE PA ELE Н E SI fx ЫЕ, T E 03232 S ñ AH AN3AB 69 Ж -— УТАТ, 例如 当 取 的 时 间 
间隔 为 T 的 诸 相 点 构成 的 时 间 序 列 ,就 会 发 现 这 -- ДЕ P| ТЕ РАЙ E ENL ië zh B BF [Н] ЛЕЙН 
似 ,从 而 又 而 以 采用 栅 似 的 方法 , 主要 是 用 谱 分 析 方法 加 以 研究 .这 样 一 来 , 随机 和 性 与 确定 性 
之 间 建 立 了 某 种 联系 , 然而 对 于 混沌 的 研究 还 十 分 年 轻 , 有 关 一 些 概念 还 不 十 分 清楚 。 

混沌 的 定义 是 研 完 问题 的 基础 , 然而 在 许多 时 候 却 是 不 容易 给 出 的 .下 面 给 出 混沌 运动 
的 两 个 描述 定义 。 

ZLS 不 稳定 的 过 渡 状 态 导致 的 始终 有 限 的 定常 运动 称 为 混沌 运动 。 

定义 二 ”除开 平衡 , 周期 , 拟 周期 以 外 的 始终 有 限 的 定常 运动 称 为 混沌 运动 。 

混沌 是 一 个 相当 难于 给 以 精确 定义 的 数学 概念 , 可 以 把 它 看 作 是 确定 性 系统 的 随机 行 
为 。 确 定性 是 指 它 由 内 在 原因 而 不 是 由 外 来 的 噪声 或 干扰 所 产生 ;而 随机 性 指 的 是 不 规则 的 
和 不 可 预测 的 行为 。 

非 线 性 动力 系统 中 的 混沌 运动 具有 以 下 - 些 特性 ;具有 连续 的 功率 谱 , 奇 伴 吸引 子 的 维 
数 是 分 数 的 ,具有 正 的 [yapunov 指数 , 正 测度 炉 等 几何 特性 ,此 外 , 混沌 运 动 具有 局 部 不 稳 
定 而 整体 稳定 等 特征 。 


14.5.2 ”混沌 研究 简 史 


最 早 认识 到 确定 性 系统 中 存在 这 种 奇怪 的 运动 并 对 它 进行 讨论 的 是 Poincare, 他 在 
1892 年 发 表 的 “天 体力 学 新 方法 ”中 , 引入 了 许多 重要 概念 , 如 同 宿 (homoclinic) 8 
(heteroclnic) 和 双重 渐 近 轨道 等 ,分 分 的 概念 和 术语 也 是 他 提出 来 的 Pointare 的 思想 是 超 
越 时 代 的 ,但 在 很 长 时 他 内 未 受到 人 们 的 重视 , 直到 20 世纪 六 七 十 年 代 才 重 新 被 提起 。 

对 混沌 扒 近 代 研究 ,可 以 说 开始 于 前 已 提 到 的 Lorenz(1963) 的 论文 ,Lorenz 研 究 了 大 气 
中 对 流 现象 的 一 个 简化 模型 , 发 现 这 个 模型 的 定常 解 有 着 奇怪 的 性 态 : 在 一 定 的 初始 条 件 
下 , 解 曲线 往返 于 两 个 奇 点 附 点 的 区 域 之 间 , 永 不 终止 。 并 对 初始 条 件 极 敏 感 。 这 就 提出 了 一 
个 严重 问题 -长 期 天 气 预报 是 否 可 能 ? ` 

1971 Œ Ruelle 和 Takens 在 一 简 论 文中 提出 了 "奇怪 吸引 子 ” 这 个 新 名 词 。 

1975 年 Ti 和 York ЖЯ Я 7 ЎР chaos) 这 个 名 词 。 

1976 年 May 综 述 了 呈现 复杂 性 态 的 一 个 简单 数学 模型 一 一 维 平方 映射 ,起 了 承 上 启 
下 的 作用 ,大 大 地 推动 了 有 关 的 研究 工作 。 

1978 年 Feigenbaum Zt 9 T MARE HA, 使 得 对 于 混沌 的 研究 进入 了 一 个 新 的 纪元 ， 
以 后 文献 数 基 爆炸 性 的 增长 ,有 关 的 研究 工作 在 各 个 领域 展开 , 不 仅 涉及 物理 学 和 数学 , 也 
涉及 化 学 ,生物 学 、 社 会 学 和 经 济 学 等 等 , 可 以 说 现在 对 于 非 线性 系统 的 研究 相当 大 一 部 分 
是 对 于 混沌 的 研究 。 А 

РЕ Н Ж EOS, ТЕ 一切 非 线性 系统 中 ,包括 用 点 映射 ,差分 方程 .微分 方程 和 积 
分 方程 等 描写 的 非 线性 系统 中 ,都 已 出 现 大 量 旦 现 混沌 性 态 的 例子 , 甚至 可 以 说 , H iB E 
是 必然 现象 ,那么 为 什么 很 长 时 间 没 有 注意 到 混 汪 现象 呢 ? 观 察 时 间 不 够 长 ,要求 精度 不 名 
高 是 重要 原因 , 另 一 个 原因 是 , 当 我 们 有 意识 地 寻找 一 种 现象 时 , 那 种 现象 是 不 难 找到 的 , 反 
之 ,要 找 一 种 我 们 没有 意识 到 的 一 种 有 可 能 存在 的 现象 ,很 可 能 当面 错过 ,最 后 一 个 是 研究 
温 沌 的 实际 意义 。 由 于 对 滋 沌 的 本 质 ,数学 处 理 方法 等 所 知 其 作 , 与 实际 应 用 有 较 大 距离 。 但 
已 经 看 出 了 一 些 应 用 价值 ,例如 Lorenz 方程 , 它 指 出 了 长 期 天 气 预报 的 困难 ,这 一 点 可 以 用 
“ 晴 栋 效应 ”加 以 形象 地 说 明 : 即 使 方程 完全 正确 , 其 他 条 件 也 十 分 确定 ,但 只 要 蝴 凤 拍 动 想 
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ЮЕСЗЕ T 4 8 BJ CIE, AERAR HE EH RE. REFE E fy — EE ERE SIB IEEE RI, 
一 个 例子 是 来 自生 物 物理 , 实验 表明 , 当 人 们 大 脑 处 于 积极 状况 时 , 脑 电 图 的 波形 是 混沌 的 ， 
而 当 人 睡眠 或 不 思考 问题 时 , 脑 电 图 显示 周期 性 波形 , 在 进一步 研究 中 ,构造 了 神经 元 动作 
的 模型 ,在 其 中 找到 了 混沌 解 。 

昌 然 对 混沌 的 研究 工作 取得 了 一 定 的 进展 , 但 中 彻底 了 解 还 有 很 大 的 一 段 距离 。 


14.5.3 ”混沌 运动 产生 的 机 理 一 一 个 简单 的 例子 
为 了 说 明 什么 是 混 广 性 态 , 考 虚 一 个 分 段 线 性 非 线性 的 不 连续 简单 映射 


2. {ogre ij 
Enri = f(z,) = 2x,(modl) = (14-43) 


224-1 [lxxi 


mod 1 为 除 以 1 得 到 的 余数 。 

BI 14-7 ЖЩ 0 < =, < 1 出 发 的 映射 过 程 
形象 化 的 表示 , 由 此 得 到 了 一 个 序列 和, zz， 
h, FERRA HFE z, 放大 2 i, A 
后 所 得 的 结果 大 于 1 时 , 减 去 1, 因 此 车 zo 为 一 
个 有 理 数 , 则 它 的 分 母 是 2 的 次 等 的 因 于 必定 
被 逐次 约 去 , 最终 使 分 侠 成 为 一 个 奇数 , 而 后 就 
不 再 变化 , 但 分 子 又 不 能 超过 分 母 (因为 mod 
1), 这 样 数列 中 就 反复 出 现 一 组 数 。 其 特例 为 
zo 的 分 母 是 2 的 K 次 矫 :2K, 则 经 过 K 近代 后 
只 出 现 零 值 。 若 zo 是 一 个 无 理 教 , 则 以 上 情况 
并 不 出 现 ,得 到 的 是 一 个 无 限 不 循环 序列 , 我 们 
这 时 说 出 现 了 混流 。 Вит PERMESS 

举例 如 下 : 


———— Le 


7 7 7 

ж 2 51-208 -2 一 4 s SÁE 1 

应 该 指出 ,在 以 上 的 分 析 中 ,我 们 假定 了 运算 是 能 够 完全 精确 的 ,也 就 是 说 计算 中 得 到 
的 完全 是 分 数 , 不 存在 把 分 数 化 成 小 数 问 题 ,这 在 计算 机 中 是 很 难 实 现 的 。 计 算 机 中 的 数字 
是 以 二 进 制 表示 的 ,从 而 只 能 精确 到 以 25 为 分 母 的 分 数 , 并 且 这 里 的 K 不 能 超过 存储 器 存 
放 有 效 数字 部 分 的 位 数 。 这 就 是 说 ,我 们 嗓 能 由 计算 机 的 输出 观察 到 零 解 , 却 不 能 观察 到 周 
期 解 ,其 原因 是 所 有 的 周期 解 都 是 木 稳定 的 , 设 有 吸引 域 , 从 而 稍 受 于 拢 就 变化 为 混沌 解 。 

由 此 可 以 看 出 解 对 初始 条 件 的 极端 敏感 性 。 由 于 有 有理数 和 无 理 数 在 数 轴 上 都 是 先 密 分 
布 的 因此 ,在 找到 导致 零 解 和 周期 解 的 任何 初 点 附近 ,都 可 以 找到 一 个 无 论 多 么 靠近 的 另 
一 个 点 ,由 这 点 出 发 得 到 的 是 一 个 混沌 解 , 又 由 于 数 轴 上 的 元 理 点 非常 之 多 , 有 理 点 也 无 限 
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多 ,但 比 起 无理 点 来 要 少 得 多 ,因此 ,即使 是 精确 计算 ,对 随机 选取 一 个 初始 点 , 出 现 混沌 的 
概率 为 1, 出 现 周期 解 的 概率 为 0, 由 图 14-7 中 可 以 看 出 两 个 原来 很 棠 近 的 点 , 经 几 次 迭代 
以 后 ,就 相差 很 远 。 


14.5.4 ”混沌 与 随机 


如 前 所 述 , 混 泪 运动 解 序列 与 随机 解 序列 在 外 较 上 有 许多 相似 之 处 , 并 也 可 以 用 统计 方 
法 对 混沌 运动 进行 一 些 研究 但 是 ,混沌 运动 与 随机 运动 有 着 本 质 上 的 区 别 。 

首先 , 温 汪 运动 是 确定 型 系统 中 出 现 的 完全 确定 的 运动 ,而 随机 运动 只 能 确定 到 它 的 统 
计 特性 。 城 然 ,对 混沌 运动 进行 研究 时 也 采用 一 些 统计 方法 , 从 而 得 到 它 的 一 些 统计 特性 , 这 
是 由 于 混沌 运动 的 规律 性 过 于 复杂 ,以 及 它 对 初始 条 件 十 分 敏感 , 因此 这 些 统 计 竺 人 竹 , 具有 
一 定 的 意义 。 应 该 指出 的 是 两 者 共用 的 统计 方法 主要 只 是 谱 分 析 方 法 , 对 随机 运动 所 用 的 矩 
分 析 , 相关 分 析 等 对 混沌 并 不 适用 ( 表 14-1)。 


38 14-1 混沌 与 随机 运动 的 比较 
x E 性 质 ú а wa 
W = % " x 
对 & 始 ж ж “ R 不 = 
不 可 两 测 性 长 其 = m 


混沌 运动 与 随机 运动 不 但 在 定性 上 有 明显 的 差别 , 而且 还 有 着 定量 地 区 分 二 者 的 多 种 
算法 。 就 运动 的 具体 过 程 而 言 ,随机 运动 是 根本 不 可 预测 的 , 而 混沌 运动 在 短期 内 是 可 以 预 
测 的 ,长 期 看 来 则 是 不 可 预测 的 ,这 是 对 初始 条 件 极端 敏感 和 运动 轨 线 的 强烈 不 稳定 性 所 造 
成 的 ,两 个 本 来 很 接近 的 点 ,经 过 稍 长 一 段 时 间 就 相互 分 离 很 远 , 这 就 对 运动 的 长 期 预报 失 
去 了 意义 。 


14.6 “ 耗 散 系统 及 奇怪 吸引 子 


14.6.1 ВИНЕ 


І. 耗 散 系统 的 常 微 分 方程 为 | 
= f(z), z€ Е", z(0)= zo (14-44) 

2. 考察 流 的 情况 ,可 以 证 明 系 统 相 空间 容积 变化 率 为 
«= > x (14-45) 


ac 
是 一 个 局 部 量 。 对 应 于 rU), 当 系统 为 Hamilton 系统 时 a = 0, 系统 为 耗 散 系 统 时 a < 0, 如 
Ж Ú > 0, 则 系统 的 相 空间 容积 是 扩张 的 。 


14.6.2 ”奇怪 吸引 子 


1. 平凡 吸引 子 
由 于 耗 散 系统 的 相 空 间 容 积 是 收缩 的 , п 维 耗 散 系统 的 稳 态 运动 将 位 十 一 个 小 于 Ж 
的 “ 超 曲 面 上 ”, 粗 赂 地 说 ,这 个 曲面 就 是 吸引 子 。 遗 起 的 是 至 今 对 吸引 子 还 没有 令 人 葡 意 的 
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定义 ,按照 Lonford( 1981) 等 人 的 提 法 吸引 子 定义 如 下 : 

EX- 设 连 续 的 动力 系统 用 流 т = QC i) = (zx0) 来 表示 ;离散 的 动力 系统 用 
диа = GC) 52 X, = d Cry) 来 表示 , 相 空间 为 R", 对 于 每 - 个 初 值 zo € U, ВЧ: = оо 
E J — co BF D, € XRO, € X, ШЕ 区 为 动力 系统 更 的 豚 引子 。 

РЕЗЕ АЛЕ За КЕЛЕ s|, 不 是 平凡 吸引 子 的 为 奇怪 吸引 子 。 

定义 二 如 朵 VC R", 对 任 一 + У, rk оо ВР Ф(2) Er ВЁФ(х) Є 
zW V 称 为 吸引 子 的 吸引 域 。 

平凡 琢 引 子 可 以 有 以 下 几 种 :连续 系统 情况 为 :不 动 点 ,周期 轨道 (极限 环 ), 准 半 期 运动 
不 变 环 面 , 它们 的 维 数 分 别 为 0,1, n(n 交 2), 离 散 系 统 情况 为 :不 动 点 ,周期 不 动 点 ,不 变 闭 
曲面 ,不 变 环 面 。 如 :一 维 连 续 系 统 这 = f(z), 只 能 有 不 动 点 类 型 的 吸引 子 ; 二 维 线性 系统 > 
+ 2пх +wx = 0, 有 惟 -吸引 子 :稳定 焦点 ;van der Ро rrt (22-1) z+ zr =0, 具 有 
一 稳定 的 极限 环 , 当 yy 较 小 时 ,十 分 接近 半径 为 2 的 圆周 ， 

图 14-8 表示 二 维 流 的 吸引 子 和 吸引 域 情 
况 ,图 中 X, 为 不 动 点 , X, 是 极限 十, 带 鞍点 P 
的 分 界线 形成 两 个 区 域 Vl 和 V 分 别 是 Rs 
X; 吸引 子 的 吸引 域 。 

2. 奇怪 吸引 子 

XZ HAH—HRGDTXOGERAUT 
TER, 则 称 这 个 吸引 子 为 奇怪 吸引 了 予 。 


' (1) 当 XQ € U 时 ,动力 系统 Ф ЯЪНЕ хо 
敏感 。 图 14-8 ”二 维 流 的 吸引 子 和 吸引 域 


(2) 对 于 任何 YE U, A Ф, ROU) >0fË  У-Ф,—0 | Y — Ф, 1— 0. 

奇怪 吸引 子 是 轨道 不 稳定 和 耗 散 系 统 容积 收缩 两 种 系统 内 在 狂 质 同时 发 全 现 象 ,轨道 
不 稳定 使 轨道 局 部 分 离 , 而 耗 散 性 使 相 空 间 收 缩 到 低 维 的 “曲面 ”上 , 表现 为 结构 “ 豪 乱 ”的 
吸引 子 。 奇 怪 吸 引子 的 特性 主要 有 : 

(1) 运动 对 初 值 的 敏感 性 ,表现 为 相 邻 轨道 指数 分 离 和 局 部 轨道 不 稳定 性 。 

(2) 奇怪 吸引 子 局 限 子 有 限 的 区 域 里 , 大 范围 而 言 , 表现 为 稳定 的 吸引 子 ,有 自己 的 吸 
引 域 。 以 吸引 域内 任意 一 点 为 初 值 , 可 以 得 到 的 几乎 完全 相同 的 奇怪 吸引 子 , 表现 了 它 的 稳 
定性 。 

(3) 空间 结构 十 分 复杂 ,这 来 自 轨道 的 无 穷 仲 谋 , ЕЛИ, {ТЖ 

(4) 具有 无 穷 层 次 的 自 相 似 结构 。 如 下 面 将 要 叙述 的 Henon 映射 。 

(5) 一 般 具有 一 切 混 沌 道 有 的 性 贡 。 

(6) 统计 特性 , 如 分 维 数 , 正 的 Liypunov 指数 , 正 的 测度 糖 和 功率 谱 是 连续 的 等 等 。 


14.6.3 ”奇怪 吸引 子 实例 
Henon 映射 是 二 维 点 映射 : 


THi=1+y+ar? (14-46) 
э = bz, 


H Jacobi TAREA -b,b > 0, 系 统 是 耗 数 的 , 映射 的 吸引 子 称 Henon 吸 引子 .对 于 a = 1. 
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4,b = 0.3 ВОН ЕУ EE Ж, ТЕЕ — rE 5 EP, 共性 质 如 下 : 

(1) 取 不 同 初 值 ,映射 稳 态 部 分 均 形 成 大 范围 几何 相同 的 奇 性 吸引 子 ; 

(2) 有 两 个 不 稳定 不 动 点 A(0.631,0,1), B(- 1.131, 一 1,1.31), A 是 鞍点 ,奇怪 吸引 
子 可 看 做 鞍点 分 界线 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 相交 出 现 无 限 多 同窗 点 而 产生 混沌 。 

(3)Henon 奇怪 吸引 子 其 有 无 穷 层次 自 村 似 结构 ,如 图 14-9 所 示 。 

(4) 2 = 0.3 不 变 ,改变 参数 。, 当 a 增 大 时 , 出 现 周期 解 , 并 有 周期 倍 化 分 贫 ,在 a = 
0.3675 时 ,周期 1 分 名 为 周期 2,4a = 1.0 时 ,半期 2 分 贫 为 周期 4,…, 到 a = 1.058 时 ,进入 


混沌 ,1 = 1.153 时 ,两 片 混沌 连 成 一 片 ,到 a = 1.427 时 , EE STI ERES] Bj IRE PRICE 
两 个 明显 的 人 窗口 是 周期 ТИП. 
o 21 
0.4 M B8 
93r A 9.20P S “э 
9.2- 
вл oaa, Mu Б 
= 9 0.18 Уы BEN un 
-0.14 SON ul 
~ ` 
一 0.2 0.17| ~ SN, 
` s 
-@.3 мосту 
0 16| ~ 
Ed EN 
-15-16-895 0 05 1.01.5 А " " L L ы 
2 0:5 58 0.60 258 о% т: 0630 069567640 
图 14-9 Henon 奇怪 吸引 子 
2. Lorenz I£ 3 |+ 
为 最 早 发 现 的 混沌 模型 , Lorenz 模型 由 三 维 常 微分 方程 描述 
X=— alx- y), 
37 рх — y — zz, (14-47) 


z=- @ + ту, 
Lorenz 模型 在 so = 10, p = 28, @ = 8/3 ECT HREM, ЖЖ у ay RRITAR 14-10 
所 示 。 
3. Duffing 方程 
ï+ Hit kr + z? = Bcoswt (14-48) 
方程 (14-48) 有 着 十 分 复杂 的 动力 学 性 质 , 在 许 包 参数 域 中 会 出 现 混沌, 下面 一 具体 实 
例 一 一 曲 屈 的 梁 ,图 14-11 是 局 曲 架 混沌 振动 的 Poincare 映射 。 


14.6.4 ” 通 向 混沌 的 道路 


1. RAMIE . | 

分 岔 与 混 汉 有 着 密切 的 联系 , ИЛИНЕ, 会 产生 倍 周期 分 岔 。 随 着 系统 
参数 的 变化 , 这 种 分 多 可 以 无 限 继续 下 去 , 直至 周期 演化 为 无 限 的 ,出 现 混沌 。 

2. 阵 发 性 分 岔 (Explosive AF, 或 间歇 性 Intermittent 分 岔 , 或 爆发 性 Bursting 分 贫 ) 

阵 发 性 分 贫 是 指 在 分 岔 图 上 , 系统 的 周期 解 随 着 参数 的 逐渐 变化 ,在 达到 某 一 值 时 , 不 
经 过 一 系列 的 分 盆 , 而 是 突然 变 为 非 周 期 的 而 成 为 混沌 , 因而 也 称 为 Explosive Я. 
Explosive 分 贫 的 一 个 特点 是 ,分 贫 过 程 具有 明显 的 跳 变 现象 。 
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14-10 Lorenz «E 3|3- В 24-12 BEREM Poincare 映射 

3. 由 拟 周 期 ( 准 周期 , 概 局 期 ) 通 向 混沌 的 道路 

Landau-Hopf 认为 系统 经 过 无 穷 多 次 准 周期 分 贫 进 入 混沌 。R-Takens 经 过 研究 发 现 ,只 
要 经 过 有 限 次 ,一 般 几 次 即 可 进入 混沌 , 亦 称 为 Ruelle-Takens 道路 。 这 条 道路 是 指 直 接 通 过 
若干 次 Hopf 分 岔 进入 混沌 。 

4. КАМ FERA 

近 可 积 Halmiton 系统 的 轨 线 分 布 在 KAM E E, -- 个 套 在 另 一 个 外 面 ,两 个 环 面 之 间 
充满 混沌 区 。 它 在 法 向 束 面 上 的 截 线 称 为 KAM 曲线 。 可 积 Halmiton 系统 的 相 平面 被 加 点 连 
绫 分 割 , 相 空间 中 各 部 分 的 运动 互 不 相 混在 不 可 积 小 摄 动 下 , 双 曲 鞍点 附近 发 生变 化 , 鞍点 
连 线 破裂 并 在 鞍点 附近 产生 剧烈 震荡 ,引起 混沌 运动 。 


14.7 ”分析 混沌 的 方法 


前 面 已 指出 了 混沌 运动 与 随机 运动 的 区 别 , 并 指出 泥 芳 运动 序列 虽 县 有 长 期 不 可 预测 
性 ,但 却 有 一 些 重要 的 统计 特性 ,这 些 数学 特征 对 于 了 解 混沌 的 规律 性 是 十 分 重要 的 。 与 其 
他 常规 运动 相 比 , 混沌 运动 有 其 独特 的 数学 特征 , 这 些 特 征 可 作为 一 个 定常 运动 是 否 为 混沌 
的 判别 标准 。 通 常 是 对 一 个 映射 点 序列 (或 由 微分 方程 组 的 解 转 化 而 来 的 离散 点 列 ) 进行 分 
析 得 到 的 。 本 节 叙 述 其 中 最 重要 的 几 种 , A, Lyapunov 指数 和 分 数 维 数 。 


14.7.1 PEAH Poincare 映射 


' 在 纵 坐 标 为 速度 及 横 坐 标 为 位 移 的 相 素 面 图 上 , 可 作出 随时 间 + 而 变化 轨 线 , 如 果 在 相 
平面 图 上 出 现 如 图 所 示 的 闭 轨 线 , 则 系统 存在 周期 解 ; 当 经 过 无 数 个 循环 , 无 法 获得 封闭 的 
轴线 , 这 时 系统 可 能 产生 混沌 运动 。 

系统 经 过 连续 的 映射 可 以 在 Poincare 截面 上 观察 到 不 同形 式 的 相 点 或 相 轨 线 , 依据 其 
拓扑 性 质 可 以 判别 系统 出 现 周期 1 运动 ,周期 专 的 运动 . 拟 周期 运动 或 混沌 运动 。 在 Poincare 
截面 上 所 出 现 的 孤立 点 或 有 限 个 (% 个 ) 孤立 点 , 闭 曲 线 和 分 布 在 一 定 区 域 上 的 不 可 数 集 , 可 
以 分 别 表 示 系统 的 周期 1 或 周期 上 运动 , 拟 局 期 运动 和 混沌 运动 。 

若 有 一 振动 系统 , 其 质量 为 m 的 物体 , 在 运输 带 上 做 往复 运动 , 皮带 的 速度 是 о, 振动 
系统 具有 刚度 为 ki 线性 弹 自 和 一 刚度 为 k 的 立方 恢复 力 的 弹簧 ,具有 负 的 阻尼 系数 为 c, 
线性 阻尼 和 系数 为 cs 的 立方 阻尼 , 质量 和 皮带 之 间 存 在 干 摩 擦 , 干 摩擦 系数 为 y。 其 简 谐 激 
力 为 Pocoset ,运动 方程 式 为 


Ж+еф 2-5 - 231 + 


m £+ cali- 0) — ci(z— u) + kur tkir? + mga sgn(r- ú) Pocoset 
式 中 sg 一 一 重力 常数 。 
将 方程 表示 成 


人 


(25 =- glp ' sgn(z> ~ v) — ara - v) = pla- v] ~ yuzi ~ 7223 + Focosot 
RP а= cif/ mg, B = ci mg, Yy = kf m, уз = kyfm, Fo = Рут, х = тү 

利用 四 阶 Runge-Kutta 法 , 在 给 定 以 下 系统 参数 的 条 件 下 进行 了 计算 : 

а = 0.05s/m, B = 0.02s/n?, Yı = 0, У: = 1000(зт)?, к = 0.6,v = lm/s,w = 2 ~ 
32, 时 间 步 长 At = T/200, $P T = 2x/w。 

图 14-12 所 未 的 图 形 是 当 w = 2,zto = 0 001, =» = 0.0, 积 分 1000 个 周期 所 得 到 的 结 
EM 


am 
= 0 н 0 
SN 
-1.6 -1.6 „ 
-2.1 -ll 0 1.1 21 -2.1 -1.1 0 1.1 2.4 
Д ] 
(а) 相 图 (b)Pomzare 截面 


Hii4-12 ” 相 平 面 图 与 Poineare 截面 图 
相 平 面 图 所 绘制 的 是 最 后 20 个 周期 Poincare 点 映射 所 绘制 的 是 800 个 点 。 此 时 相 平 面 
上 出 现 复杂 的 形式 , Poincare 映射 显 求 出 奇怪 吸引 子 的 行为 .改变 初始 条 件 , 可 得 到 类 似 的 
结果 。 


14.7.2 ”频谱 分 析 


频谱 分 析 应 当 与 Poincare 点 集 的 观察 结合 起 来 进行 。 频 谱 分 析 的 对 象 是 点 映射 产生 的 
一 个 离散 点 列 , 或 微分 方程 的 解 在 不 同时 刻 的 值 构 成 的 一 个 离散 点 列 ( 不 一 定 是 Poincare 点 
集 )。 采 用 的 方法 是 Fourier 分 析 ( 快 速 Fourier 变 换 一 个 FFT), 相应 的 周期 , 拟 周 期 \ 混 沌 的 特 
征 见 表 14-2。 然 而 ,这 种 区 分 是 有 条 件 的 , 因为 存在 以 下 几 个 问题 : 

1. 周期 运动 的 局 期 可 能 很 长 , FLUE, Poincare 点 集 很 可 能 由 相当 多 点 组 成 , 从 而 难以 与 


一 无 限 点 集 区 分 。 
38 14-2 LEER E 
周期 运动 LEE EE] 混沌 运动 
Poincare ЖЖ 有 限 点 无 限 点 ,稠密 地 分 布 在 一 条 闭 曲线 -上 无 限 点 ,分 布 在 一 定 区 域 上 
Bog 离散 5.4 连续 
2. 拟 周 期 运动 中 包含 的 互 不 通 约 的 频率 可 能 有 相当 多 个 ,于 是 频率 谱 可 能 由 相当 密集 


的 离散 谱 构 成 ,难以 与 混沌 运动 的 连续 谱 线 相 区 分 。 
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特别 值得 指出 , 当 我 们 对 拟 周 期 和 混沌 运动 进行 Fourier 分 析 时 , 事实 上 只 能 取 有 限 个 
点 ,或 者 说 一 个 有 限 长 的 样本 过 程 -于 是 , 我 们 的 说 法 昔 含 着 一 个 假设 :认为 这 个 样 木 过 程 能 
够 代表 全 过 程 的 数字 特征 , 亦 即 认为 全 过 程 是 所 谓 各 态 历 经 的 ,由 于 对 混沌 运动 的 了 解 还 很 
少 ,这 种 假设 的 可 车 性 还 是 存疑 问 的 。 实 用 中 尽 可 能 的 取 较 长 的 样本 过 程 , 以 减少 误差 。 样 本 
过 程 的 Fourier 展开 式 可 写成 


x 2s, 
2100) = RLY Cre T] (14-49) 
а 
其 中 请 系数 可 用 离散 Fourier 变换 求 得 为 : 
С, = 25-8) ‚е “М (14-50) 


我 们 来 分 析 一 个 样本 过 程 的 延续 时 间 Т F М 对 分 析 结 果 的 影响 .首先 ,上 面 已 
经 讲 过 样 林 过程 的 砧 放 时 间 T BLUES, CERE ЗАРА E R ERRE, 亦 即 C,, RE 
确 。 其 次 , 诸 频 谱 之 问 的 间隔 是 2r7T, 因 此 时 间 T RK, 闸 隔 就 越 小 , 亦 即 谱 线 加 密 。 最 后 ， 
频谱 的 复 盖 ,范围 是 2xN/T, 它 正比 于 点 数 而 反比 于 时 间 T。 傅 如 取 强 迫 振 于 的 Poincare 点 
Ж, УЖ о Т.Н, ПИЯ T = NTo。 从 而 获 盖 范围 为 wo = 2x/To, 这 
当然 不 能 满足 要 求 , 因为 无 法 观测 列 次 谐 波 的 影响 , 实际 范围 更 小 一 点 , 一 般 最 多 只 是 
nN/Too 


14.7.3 ”里 雅 普 诺 夫 (Lyapunov) 指数 


Lyapunov 指数 是 描述 相 空 间 相 邻 轨道 发 散 程 度 的 量 。 
1. 定义 
对 于 一 阶 自治 系统 
Sas fz), z€ m 
ÉE n 维 空间 中 ,以 хо 为 初始 点 的 轨 线 及 其 近 旁 zo + Az 为 初始 点 的 轨 线 , 在 时 刻 2, 
过道 相差 一 个 切 向 量 Arz(zo, 上 ), 为 了 方便 , 令 Wirot) = dirot), 其 欧 氏 模 为 
ПА (хо, 131, M) W EHD EE 


“Ж - MGGDW, M-Íf (14-51) 


M 是 在 ro 上 计算 的 了 的 Jacobi EBE, 引入 初始 接近 的 两 根 轨 线 的 平均 指数 发 散 率 : 


Ly, Las d 


Ge W) = e(l A аво 1 m0 (4-52) 


t 
可 以 证 骨 o 存在 且 有 限 ,此 外 , W 可 选 一 个 n МЕЖЕ ТАТ е, 使 得 对 任何 W, 沿 基 疝 量 
е9 п T Ëko (zo, e) = c, 称 为 Lyapunoy 指数 ,其 中 有 可 能 是 重复 的 ,通常 把 它们 排列 成 
А ор È g P S dn 
Lyapunov 指数 与 空间 尺度 选择 无 关 。 对 十 周期 系统 , 有 
У. = AW, 
从 而 对 A 的 = 个 特征 值 
ГА 121 Аз 122 21А, 1 
及 相应 的 特征 向 量 e, 


й+о} 44548 < 233 - 


W, = Me 
从 而 
ale) = аА l= o 


Ë] Wo = сце + c2e2 + > + Cen Ёст £0,0( Wo) = 01; ci = 0,02 50, Д с{ Wo) 
= o, 等 等 ,对 于 非 周期 轨道 无 法 定义 特征 值 与 特 值 向 量 。 

2.P lt Lyapunov 指数 

P 阶 Lyapunov 指数 QU? 是 描述 切 空间 中 的 p (< n) 维 体积 的 平均 指数 增长 率 。 记 V, 
Ji WWW, ИА 则 


|| V, Cro, t) || 
‹ Or 
s (zo, Vo) = Bm in TT 


可 以 证 明 o 是 p 个 一 阶 Lyapunov жет, 于 是 与 一 阶 指数 类 似 , 有 : 
ao? Lg tete, 
对 几乎 任何 初始 W 向 量 成 立 。 当 P = п 时 ,得 到 相 空 间 的 体积 增长 率 , 对 Hamilton 系统 
显 有 
Уа) = 0 


fad 


对 于 耗 散 系统 .这 个 和 式 小 于 零 。 
3. 映射 的 Lyapunov 指数 
BER T Lyapunov 指数 可 类 做 地 定义 ,对 于 
zac f(zn) 
记 A, = [M(z,) * MG ai * MG] 


Жр м = 2E, 又 记 A, НЕН УА, Go DUBAI Lyapunov 指数 定义 为 
oP = lim I A(n) 15 


为 映射 的 映射 的 Lyapunov 指数 。 | 
4.Lyapunov 指数 的 计算 
在 混沌 研究 中 ,Lyapunov 指数 起 着 重要 作用 。 轨 道 如 果 是 混沌 的 , 那么 它 一 定 是 发 散 
的 ,因此 至 少 o, > 0。 为 此 有 必要 研究 它 的 计算 方法 。 
对 于 微分 方程 , ЛОЗЕ ИЖЕ ДЕ W Ж a (z, W) = o1(x)。 选 择 一 个 初始 Wo, 并 绍 着 
HE r) 积分 关于 W 的 方程 (14-51), 于 是 
dlt) = (2) 1 
为 方便 起 见 ,常数 a, 取 单 位 值 。 把 每 隔 秒 的 W 取 为 单位 向 量 ， 并 进行 送 代 计算 。 
d, | WC 
Wilt) 
d, 


其 中 沿 轨 线 由 WO HR, В rlr) 3E z((k - Dc) 对 方程 (14-51) 积分 得 到 W, (z) EX: 
s(n) = 去 wa 


W,(0) = 


对 于 较 小 的 +, 可 证 明 
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Co = lime, = 9 
存在 并 与 r 无 关 。 
对 于 其 他 Lyapunov 指数 ,可 以 沿 其 他 特征 方向 e, 积分 求 得 。 首 先 根据 式 (14- 52) 逐次 
出 高 阶 指数 oD, O)... at 进而 求 出 1,03 oue 
5. 混沌 判别 方法 与 最 大 Lyapunov 指数 o, 
对 于 3 维 自 治 系统 (或 2 维 非 自治 系统 ), 其 运动 性 质 与 Lyapunov 指数 值 的 关系 是 : 


混沌 运动 ; oi > 0,03 = 0,03 < 0; 
EARED: a, = 0,02 = 0,25 < 0; 
周期 运动 : а =0,02 < 0,03 < 0; 
平衡 点 : су < 0,03 < 0,03 < Do 
对 于 4 维 自 治 系统 ,其 运动 性 质 与 Lyapunov 指数 值 的 关系 是 : 
MAS: ву > 0,0: = 0,25 = 0,04 < 0; 
准 周期 运动 : al=0oz=0o<0o<0 
周期 运动 ; а = 0,0; < 0,05 < 0,04 < 0; 
FEA: а < 0,0; < 0,05 < 0,a, < 0; 


因为 o1 为 最 大 Lyapunov 指数 ,所 以 只 要 依据 о 的 大 小 , 即 可 判定 运动 的 形式 ; 当 a 为 
EN, WARED; o = 0 时, 则 为 周期 运动 (o 为 负 ) 或 准 周期 运动 (cs 为 0); 当 о, 为 负 
时 , 则 为 平衡 点 。 


14.7.4 ЧЕ ЙН 


线段 是 一 维 的 ,面积 是 二 维 的 , 容积 是 三 维 的 。 略 为 推广 一 些 , 点 被 认为 是 零 维 的 , 也 可 
以 引入 更 高 维 的 空间 , 但 是 通常 维 数 总 是 整数 。 在 混沌 理论 和 奇怪 吸引 子 理论 中 经 常 要 用 到 
FERE, 这 类 维 数 是 物理 学 家 因 和 需要 而 引入 研究 工作 中 , 并 加 以 推广 的 。 

1. 维 数 的 计算 

如 图 14-13 中 的 一 维 的 线段 (为 简单 起 见 设 为 单位 长 ), 现 用 直 各 为 e 的 球 去 覆盖 它 , 设 
e = 1/10, 则 至 少 要 N = 10 个 球 , 设 e = 1/100, 则 至 少 需要 N = 100 个 ,我 们 注意 到 N = 
(1/e) 4, 这 个 i 就 是 维 数 。 

再 如 图 14- 13 中 用 N 个 s 全 可 覆盖 一 个 方块 ,如 将 加 直径 改 成 原来 的 1/10, 则 整个 加 的 
数目 将 增 大 到 原来 的 100 倍 , 即 N 一 (1/e)?。 现 用 这 种 覆盖 的 方法 定义 一 般 点 集 的 维 数 。 为 
简单 起 见 ,限于 平面 点 集 例子 。 如 N 是 能 茎 盖 住 一 个 点 集 的 < 球 的 最 小 个 数 , 当 。 减少 时 NN 
增 大 , N 为 6 的 函数 ,写成 N(e ), 点 集 容量 维 是 ; 

ас) = lim але) (14-53) 
А * lg 

例如 图 14-13 方块 的 维 数 是 2。 

2. 分 数 维 举例 

所 谓 Cantor 三 分 之 一 集合 , 是 由 一 条 线段 去 掉 其 中 三 分 之 一 ,再 去 掉 其 余 各 段 中 各 自 中 
[ej 1/3 等 等 ,而 最 后 余下 集合 的 极限 情况 ,如 图 14-14, 设 原 长 度 为 1, 则 用 e 下 去 覆盖 这 集 
合 时 所 和 需 加 的 个 数 N Se 的 关系 为 = 1/3,N = 2,6 = 1/9, N =4,…, 即 e = (1/3)"。 而 
N = 2", 于 是 由 定义 (14-54) Ж, 可 得 其 容量 维 为 
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图 14-13 “分数 维 举例 


шош MW HH M HH па BM 


Г s | 
图 14-14 ”三 分 之 一 集合 的 维 数 


BENCE) = 0.6309… (14-54) 


log = 


ша 
这 是 一 个 典型 的 分 数 维 的 例子 。 


14.7.5 22E 


对 分 岔 问题 进行 全 局 分 析 , 需要 求 出 稳定 的 周期 解 和 吸引 域 , 还 要 求 出 不 稳定 的 不 动 点 
的 位 置 。 因 此 ,常常 利用 前 面 介 绍 的 点 映射 和 胞 映射 方法 加 以 分 析 。 
首先 将 系统 离散 成 Poincare 点 映射 系统 : 
ун = gy) 
式 中 , = (n2) T BREE: = i2x=/ o 时 的 状态 ,因此 系统 周期 为 n 的 解 称 为 P - n ЖЛ 
运动 。 相 应 的 P - n 向 期 运动 的 一 系列 不 动 点 应 满足 下 面 的 离散 格式 ， 
(2 
且 з, = С"(9,), = 1,2,5, п 
一 般 说 来 , 这 种 非 线性 的 点 映射 只 能 用 数值 方法 加 以 解决 。 
然后 利用 胞 映射 法 求 系统 的 Pi- n 周期 运动 的 吸引 域 , 从 而 判别 出 各 种 周期 运动 的 稳 


定性 , 得 到 系统 关于 参数 分 盆 图 。 C 
分 区 图 是 以 状态 变量 和 分 岔 参数 构成 图 形 空间 , 表示 状态 变量 随 参数 的 变化 。 当 系统 运 
动 为 周期 运动 时 , 分 岔 图 上 表现 为 1 条 或 条 随 参数 变化 的 曲线 , 当 系 统 作 混沌 运动 时 ,分 
贫 图 上 表现 为 对 应 一 个 参数 出 现 许多 点 。 但 往往 对 于 阵 发 性 混沌 和 拟 周期 运动 不 易 区 分 。 
图 14-1S 给 出 了 系统 分 岔 图 的 一 部 分 情况 . 分 贫 参 数 变化 范围 是 8.0 < 9.4。 在 这 一 参 
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2859 k 
图 14-15 ”系统 关于 弹 笑 刚度 的 分 岔 图 

区 间 , 系统 存在 稳定 的 周期 3 解 ,如 图 中 3 条 实 线 所 示 , 稳定 的 与 不 稳定 的 轩 期 3 解 汇 交 于 大 = 
8.22 处 的 三 个 鞍点 。 当 稳定 的 周期 3 解 在 d a= 8.74 处 失 稳 后 ,分 岔 为 周期 6 解 ,而 周期 3 解 
仍然 存在 , 只 是 稳定 的 周期 解 变 成 不 稳定 的 周期 解 。 混 沌 发 生 在 8.1 << k < 8.4 处 和 大 > 
9.02 处。 

混沌 吸引 子 在 上 = 8.4 处 突然 消失 ,这 引起 运动 状态 突然 改变 。& = 8.22 处 的 鞍点 分 盆 
生成 了 稳定 的 和 不 稳定 的 P - 3 周期 解 , 它 的 稳定 流 形 是 混沌 吸引 子 吸引 域 的 边界 。 

从 图 14-15 给 出 的 不 同 a 值 的 温 沌 吸引 子 和 了 - 3 运动 的 吸引 域 可 以 看 出 : 

1. f RS TAL P — 3 б; 

2. 周期 解 的 吸引 域 以 针 状 向 奇怪 吸引 子 方向 扩展 。 

当 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 接触 时 产生 了 危险 的 边界 , 使 混沌 解 的 驮 引 域 消失 , 同时 混沌 
吸引 子 也 在 瞬间 消失 ,只 有 了 - 3 周期 运动 存在 , 称 & = 8.4 为 系统 的 危险 的 边界 参数 值 。 也 
称 混沌 运动 的 边界 参数 。 


14.8 ”应 用 举例 (混沌 部 分 ) 


14.8.1 “列车 通过 钢 桥 时 桥 倒 向 振动 的 分 从 与 混沌 


列车 通过 钢 桥 时 , 钢 桥 会 产生 侧 向 振动 为 了 简化 计算 ,将 钢 桥 简化 为 单质 量 的 系统 。 图 
14-16 所 永 为 一 简化 力学 模型 。 
该 系统 的 运动 方程 式 可 写 为 


Х+2{рх+ (т) = КО 


р (т-е)х > e 
коз >z >-e 
pilr+e)-e>r 
式 中 的 钢 桥 与 车 体 的 折算 质量 M = 
45000kg; 列车 通过 钢 桥 时 的 侧 向 扰动 力 幅 值 为 
下 =15000N; 车 速 取 80km/h; 激 振 频 率 w = 15.7Hz; 阻 尼 比 8 = 0.0162; 18е = 0.02mm; 


图 14-16 ” 钢 桥 侧 向 操 动 有 苘 化 力学 模型 图 
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钢 桥 的 侧 向 刚度 上 E (4.0 x 107,1.3 x 108)NVmo 通 过 计算 ,在 改变 参数 :刚度 z 的 条 件 下 ， 
得 到 钢 桥 侧 向 振动 的 分 岔 图 和 最 大 Lyapunov 指数 图 ,如 图 14-17(a) 和 (b) 所 示 。 从 图 可 见 ， 
系统 在 刚度 为 4.0 x 107 到 5.5 x 107N/m 之 间 时 做 周期 1 的 运动 , 当 = 5,5x10"N/m 时 ， 
系统 变 为 周期 2 运动 , 此 后 系统 进入 了 第 一 个 比较 雁 的 混沌 区 域 . 经 历 了 比较 短暂 的 混沌 运 
动 , 系统 的 运动 形式 在 & = 6.1 x 107N/m 时 突变 为 周期 1, RETE k = 8.1 x 107N/m 时 , 系 
统 变 为 周期 2 运动 ,接着 系统 进入 了 第 二 个 比较 宽 的 混沌 区 域 。 在 这 两 个 混沌 区 域 里 , 系统 
都 有 几 个 周期 窗口 , 且 在 刚度 上 = 9.63 x 10"7N/m 后 ,系统 的 运动 状态 出 现 周期 3。 最 后 系统 
离开 混沌 区 域 进入 周期 运动 状态 。 系 统 在 刚度 变化 的 傅 况 下 , 系统 的 动力 学 行为 相当 丰富 ， 
其 中 包括 周期 运动 和 混沌 运动 等 从 该 系统 的 最 大 Lyapunov 指数 图 可 以 看 出 , 该 系统 存在 
两 个 比较 明显 的 混沌 区 域 , 是 在 第 二 个 混沌 区 域 含有 数 个 周期 窗口 , 其 中 有 一 个 较 宽 的 周期 
3 窗口 ,这 和 分 岔 图 相符 。 
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1417 ” 钢 桥 秽 向 振动 的 分 岔 图 和 最 大 Lyapunov 指数 图 


图 14-18(a) 表示 了 当 e = 0.175mm, f = 15kN 时 该 系统 的 Poincare 截面 图 , 显示 出 了 
混沌 吸引 子 的 形状 ,图 14-18(b) 展示 了 当 。 = 0.15mm, f = 30kN 时 系统 的 混沌 吸引 子 的 形 
状 。 

0.011 0.011 
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(a)e = 0.000175m, f = 15000N (b)e = 0.00015m, f = 30000N 


14-18 ” 钢 桥 侧 向 振动 的 Poincare 截面 图 
14.8.2 。 初 加 机 在 含有 振动 边界 和 间 耻 的 情况 下 的 混沌 行为 
初 轧机 主 传动 系统 示意 图 和 在 含有 振动 边界 与 间 孙 的 情况 下 的 力学 模型 如 图 14-19 所 
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(a) 初 轧机 主 传 动 系统 示意 图 (b) 力学 模型 图 
图 14-19 ” 初 轧 机 主 传动 系统 示意 图 


该 系统 的 运动 方程 式 为 
y + hlt, y)- ау + by? = 0 
(»-1-Ysnor) y > 1+ ysinwr 
h(t,y) = } Ysingr - 1% y << 1 + Узїпөг 
(у - 1 - Іуѕіпот) y < Ysinor — 1 


式 中 хх 一 一 振动 的 位 移 和 速度 ; 


f(X) 一 一 BRI 
a 和 8 一 一 磨擦 系数 ; 
е EE; 


4 一 一 无 间隙 时 的 固有 频率 ; 
as 一 一 振动 边界 的 振动 频率 ; 
贡 一 一 振动 质量 ， 
k—— 刚度， 
5 一 一 振动 边界 的 振幅 。 
对 于 该 振动 系统 ,参数 o Mo 受 系 统 中 的 动 摩擦 系数 的 制约 , 动 摩擦 系数 的 变化 直接 影 
响 到 这 两 个 参数 的 大 小 。 由 于 动 摩擦 系数 对 系统 振动 特性 有 重要 影响 ,为 此 对 该 系统 在 不 同 
参数 a Me 条 件 下 进行 了 非 线性 动力 学 特性 分 析 。 
图 14-20 给 出 了 自 激 振动 系统 在 w = 1.1, y = 0.5 时 的 Poincare 截 面 图 ,按照 混沌 运动 
的 理论 , 可 以 看 出 ,在 上 述 条 件 下 图 14-20 的 运动 形态 是 混沌 的 。 
图 14-21 表示 在 参数 上 = 0.3, = 1.180 y = 0.5 时 ,参数 = 在 0.01 到 0.6 之 癌变 化 
时 该 系统 的 分 公 图 ,而 图 14-21 是 上 述 条 件 下 的 Lyapunov 指数 图 。 由 此 二 图 可 见 , ARER 
始 时 的 运动 形式 是 混沌 的 ,然后 突变 成 周期 2 的 运动 ,出 现 了 Flip 分 贫 , 此 后 出 现 倍 周期 分 
盆 , 然 后 进入 混沌 运动 状态 。 在 参数 "大 于 0.36 时 ,系统 又 突变 为 周期 5 的 运动 状态 ;在 参数 
a KF 0.42 时 系统 概 周 期 的 运动 状态 。 由 图 可 见 , 由 于 受 参 数 a 的 影响 , 运动 形式 从 周期 运 
动 逐渐 过 滤 到 混沌 状态 ,之 后 又 出 现 概 周 期 运动 等 多 种 振动 形式 , 还 可 以 由 图 看 出 , 在 混沌 
区 域 存在 着 周期 窗口 。 


14.8.3 ”转子 系统 局 部 碰 麻 故障 的 混沌 行为 
大 型 旋转 机 械 在 制造 和 安装 过 程 中 , 2CR E SET-ECRCIOE AI RET Se TOS RAUS 
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图 14-20 ” 初 轧 机 自 激 振动 的 Poincare 截面 图 
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(14-55) 


考虑 上 式 后 , 磁 摩 力 化 为 


rh | o° 


因而 转子 局 部 磁 摩 时 的 磁 摩 力 具 有 分 段 线性 特 
征 。 对 于 Jeffcott 转子 ,动力 学 模型 如 图 14-23 所 示 。 设 
转轴 刚度 为 ,质量 为 m, 轴承 阻尼 因子 为 c, 定子 径 
向 刚度 为 ,忽略 重力 影响 响 , 因而 转子 局 部 磁 涯 时 的 碰 闵 力 具 有 分 段 线 竹 特 征 。 对 于 
Jeffcott 转子 ,动力 学 模型 如 图 14-23 所 示 。 设 转轴 刚度 为 &, 质量 为 m, 轴承 阻 尼 因 子 为 c, 定 
子 径 向 刚度 为 k., 忽略 重力 影响 响 , 并 设 u 为 转子 偏心 距 , w 为 转子 角 频率 , 则 Jeffcott 转子 
系统 局 部 碰 摩 运动 微分 方程 为 


E „і sU JERE JE m (14-56) 


引入 无 量 纲 变换 


В 14-22 ” 磁 麻 力 示意 图 


得 到 碰 摩 发 生 时 无 量 岗 的 Jeffcott 转子 系统 运动 微分 方程 


ы “ —8 LLL = ЛЫ 
х +20407 +r- - (x — fy) = o?cosec 
1-8 U+ De 4-55 


y +20 +у+ iy - ae + у) = a!sinuc 
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йил TOS DEDI, 对 方程 (14-58) 进行 了 数值 模 £ 
所 .分 别 得 到 了 转子 系统 的 分 分 图 、Poincare 图 、 轴 
心 轨迹 图 \ 相 图 和 频 域 谱 图 。 为 保证 解 的 收敛 狂 和 
REH, 移 取 适当 小 的 积分 步 长 和 足够 长 的 计算 ш " Ra 
周期 ,对 子 Poincare 图 , 如 果 系 统 响 应 为 周期 解 , 相 7 
应 的 Poincare 图 为 孤立 的 点 。 当 系统 作 严 格 的 周期 
1 运动 时 , Poincare 截面 上 的 所 有 点 均 重 合 为 一 个 
点 。 当 系统 作 周 期 k 运动 时 ,Poincare 图 上 为 若干 > y 

(4) 个 孤立 的 点 , 周期 数 与 孤立 点 数 一 致 。 如 果 系 

统 作 概 周期 运动 时 , Poincare 图 显现 为 封闭 曲线 。 ”图 14-23 Jeffeott 转子 磁 谭 力学 模型 

如 果 系统 响应 为 混沌 运动 , Poincare 图 可 能 呈现 为 分 散 性 堆积 的 散 点 图 ,也 可 能 呈现 类 伏 云 
图 状 的 复杂 图 形 。 对 于 分 岔 图 , 周期 解 的 变化 可 以 从 分 岔 图 上 清楚 地 玫 示 出 来 , 但 概 局 期 运 
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动 和 混沌 运动 在 Poincare 图 上 不 易 区 分 。 一 般 有 三 条 通 向 混沌 的 道路 , ВИЕ. ВЕ 
性 和 概 周 期 分 岔 。 从 轴 心 轨迹 图 和 频 域 谱 图 上 可 以 清楚 地 观察 到 系统 周期 和 概 周 斯 响应 以 
及 混沌 响应 -通过 对 上 述 几 种 仿真 图 形 的 分 析 与 相互 比较 , 可 以 较为 全 面 地 揭示 系统 的 分 岔 
与 混沌 行为 ,下 面 是 数值 模拟 及 结果 分 析 。 

2. 以 频率 比 为 分 岔 参 敌 的 转子 磁 摩 混沌 运动 分 析 

转子 转动 角 频 率 与 横向 弯曲 振动 固有 频率 之 比 , 是 转子 动力 学 研究 中 最 重要 的 参数 之 
一 。 本 小 节 以 频率 比 为 参 变 晤 .分 析 转 子 发 生 磁 摩 时 的 运动 状态 -首先 分 析 转 子 响 应 随 频率 
比 у 变化 所 作 的 运动 ,得 到 其 分 岔 图 和 最 大 Lyapunov 指数 曲线 图 。 然 后 具体 分 析 不 同 频率 
比 下 的 转子 运动 , 得 到 相应 的 其 他 特征 图 。 计 鼻 选 定 的 主要 参数 为 :间隙 = 0.16mm, 刚 比 
度 8 = 3, 无 量 岗 的 偏心 量 E = 0.04, 阻 尼 比 上 = 0.12, ERRA у = 0.12 固有 频率 у, = 
25Hz。 图 14-24 是 频率 比 y = 1.7 ~ 2.2 时 的 分 贫 图 和 最 大 Lyapunov 指数 曲线 图 。 从 分 岔 图 
中 可 以 清楚 地 发 现 , 随 着 频率 比 的 增加 ,转子 响应 由 周期 1 经 由 阵 发 性 进入 混沌 运动 。 在 经 
ИЙЕ ЫЕ, EAR y = 1.96 附近 发 生 倍 周 期 倒 分 岔 离开 混沌 , 由 周期 6 演变 为 周期 
3。 在 频率 比 y = 2.06 附近 ,响应 经 历 短暂 的 泥 泪 运动 后 又 经 由 倍 周期 倒 分 贫 离 开 混沌 , 进 
人 有 周 斯 7 运动 在 频率 比 y = 2.13 附近 ,转子 响应 再 一 次 发 生 阵 发 性 混沌 。 随 后 , 在 频率 比 y 
= 2.17 附 近 又 一 次 经 由 倍 周 期 倒 分 岔 离开 混沌 进入 周期 2 运动。 从 最 大 Lyapunov 指数 曲线 
图 中 可 以 清楚 地 着 到 周期 运动 与 混沌 运动 的 交大 变化 ,其 变化 规律 与 图 14-24(a) ВОЛАН 
所 揭示 的 变化 规律 完全 相符 。 当 系统 响应 发 生 分 岔 时 ,Lyapunoy 指数 曲线 出 现 以 指数 零 线 
为 顶点 的 脉冲 尖峰 。 


Lyapunov З (Ау) 
о 


1,6 А А 
1.7 1,78 1.86 1.93 12.01 2.09 2.17 


1.7 1.78 1.86 1.93 2.01 2.09 2.17 
ажи y 频率 比 ( 7 ) 


[CET] (b) ЖХ Lyapunov 指数 曲线 图 
1424 Y = 1.7 一 2.2 的 分 岔 图 及 最 大 Lyapunov 指数 曲线 图 
图 14-25 分 别 是 频率 比 y = 1.86 时 转子 响应 的 Роіпсате 截面 映射 图 、 相 雪线 图 、 轴 心 轨 
迹 图 、 时 域 波形 图 、 功 率 谱 图 和 幅 值 谱 图 。 从 Poincare 截面 映射 图 上 可 以 发 现 典型 的 去 状 混 
沌 图 形 ,此 时 的 分 维 数 D. = 1.46。 相 轨 线 图 和 轴 心 轨迹 图 显示 了 混乱 的 轨 线 时 域 波形 图 
呈现 类 随机 的 振动 波形 , 而 功率 谱 图 和 幅 值 谱 图 则 出 现 类 似 随 机 的 连续 谱 线 。 此 时 转子 响 
应 处 于 混沌 运动 。 

3. ПОВЕ ТАЧИ Оа ВТ 

旋转 机 械 在 实 奈 工作 中 , 受到 各 种 因素 的 影响 , 不 可 避免 产生 偏心 量 。 在 研究 转子 的 混 
沌 运动 中 必须 考虑 偏心 量 的 影响 。 本 小 节 将 偏心 量 作为 参 变量 来 分 析 转 子 碰 摩 时 的 混沌 运 
动 。 其 他 参数 为 ,频率 比 y = 2.1, IER 8 = 0.16, MBEE g = 3, ЕЕ = 0.12, RRAN 
f = 0.12, Él 14-26(а) 是 偏心 最 EE = 0.05 ~ 0.55 时 的 转子 响应 分 贫 图 , 图 14-26(b) 是 相 
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В 1425 ” 磁 康 转子 混 油 运动 

应 的 最 大 Lyapunov 指 数 曲 线 图 。 从 转子 响 应 分 贫 图 上 可 以 发 现 ,在 偏心 量 互 =0.05 一 0.55 
范围 内 ,转子 相应 以 周期 的 分 频 运 动 为 主 , 仅 在 较 罕 的 区 域内 发 生 混沌 运动 。 实 际 上 当 继 
续 增 大 偏心 量 后 , 转子 响应 呈现 周期 运动 而 不 发 生 混沌 运动 。 通 过 们 周期 分 岔 和 阵 发 性 进入 
TRU, 而 仅 通过 阵 发 性 离开 混沌 。 在 相应 的 最 大 Lyapunov 指数 曲线 图 上 也 可 以 发 现 , 仅 在 较 
窜 的 区 域 黑 的 最 大 Lyapunov 指数 大 于 零 -图 14-27 是 偏心 量 E = 0.23 时 的 Poincare Ё EBR 
射 图 .时 域 波形 图 、 轴 心 罗 迹 图 、 相 轨 线 图 、 幅 值 谱 图 和 功率 谱 图 。 从 图 中 可 以 确定 此 时 转子 
响应 作 温 沌 运动 。 图 14-27 ERDE E = 0.25 时 的 Poincare 图 、 轨 心 轨 迹 图 和 时 域 波 形 图 。 
此 时 转子 作 周 期 7 的 分 频 振 动 。 


g 0.8 
= | 
і. 8 
d 
-1.6 
0.05 0.13 0.22 0.9 0.39 0.47 0.55 0.05 0.13 0.22 0.3 0.39 0.47 0.55 
иси 偏心 量 
(a) 918 (b) 最 大 Lyapunov 指数 曲线 图 


图 14-26 ШОЙ E = 0.05 ~ 0.55 转子 响应 分 省 图 与 最 大 Lyapunov 指数 曲线 图 
在 本 节 讨 论 的 参数 范 轿 内 , 随 着 偏心 最 的 变化 ,转子 网 应 仅 在 较 窑 的 范围 内 出 现 混沌 运 
动 , 增 大 偏心 量 将 导致 转子 的 稳 态 返 动 。 
当 Jeffcott 转子 发 生 局 部 碰 摩 时 ,除了 转子 定子 间隙 以 外 , 转子 转速 与 其 临界 转速 比 即 
频率 比 y 和 转子 偏心 量 F 也 是 影响 转子 稳定 性 的 重要 因素 ,在 连续 变化 的 频率 比 下 转子 系 
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Ю 14-27 Е = 0.23 时 转子 响应 的 特征 曲线 图 

统 可 以 发 生 多 次 分 岔 和 混沌 交替 出 现 的 现象 , 转子 响应 随 着 频率 比 的 变化 , 交替 经 历 周期 
的 分 频 振 动 和 混沌 运动 。 在 每 次 周期 运动 和 混沌 运动 的 循环 过 程 中 , 碰 摩 响应 以 阵 发 形式 进 
入 混沌 区 , 以 们 周期 倒 分 分 形式 离开 混沌 区 并 进入 周期 运动 ,转子 的 周期 运动 一 旦 出 现 了 
周期 数 递增 的 周期 分 产 振 动 ,必然 引起 混沌 运动 。 

对 于 转子 响应 随 刚度 比 的 变化 , 在 从 周期 运动 到 混沌 的 道路 上 先 发 生 倍 周期 分 岔 而 后 
发 生 阵 发 性 分 贫 。 而 从 混沌 运动 到 周期 运动 则 以 阵 发 形式 为 主 。 随 善 刚 度 比 的 增 大 , 转子 的 
周期 运动 每 经 历 一 次 混沌 ,就 发 生 一 次 分 频 , 即 随 着 周期 运动 与 混沌 运动 的 交待 出现, 转子 
的 分 频 振 动 的 周期 数 越 来 越 高 ,进入 混沌 运动 的 刚度 比 范围 越 来 越 宽 。 增 大 转轴 刚度 比 p, 
系统 稳定 区 域 将 增 大 。 

转子 响应 随 偏心 量变 化 而 呈现 的 分 岔 与 混沌 行为 , 以 周期 上 的 分 频 振动 为 主 , 仅 在 相对 
较 这 的 偏心 量 范 围 内 出 现 混 沌 。 当 偏心 量 很 高 时 , 转子 以 同 频 周 期 运动 为 主 *。 进 入 混沌 的 路 
径 可 以 是 阵 发 形式 ,也 可 以 是 倍 周 期 分 岔 的 形式 。 


计算 与 思考 


ARAM A SCR A CMS T 

. 试 利 用 L-S 约 化 方法 研究 菜 一 非 线 性 振动 系统 的 分 分 问题 , 并 指出 分 岔 的 类 型 。 
. 试 说 明 PB 规范 型 的 概念 及 规范 型 方法 的 基本 内 容 。 

. 试 研究 在 作 简 谐 振动 的 平面 上 物料 跳动 的 分 金 行为 , 设 跳动 时 恢复 系数 为 0。 

. 试 分 析 振动 夯实 机 在 改变 振动 频率 情况 下 的 分 岔 行为 。 

. 混沌 运动 有 哪些 特点 , 它 与 随机 振动 有 哪些 区 别 。 

. 何谓 奇怪 吸引 子 , 它 有 哪些 特征 ? 


em А Q тә 一 


* 244 ， 非 线性 振动 理 沧 中 的 解析 方法 及 工程 应 用 


8. 混沌 运动 在 相 平面 


图 上 有 哪些 特点 及 其 Poincare 有 映射 有 哪些 特点 ? 


9. 混沌 运动 的 功率 谱 


和 Lyapunov 指数 有 哪些 特点 ? 


10, 试 计算 和 绘制 vanderPol 方程 的 混沌 运动 的 相 平面 图 、Poincare 截面 \Lyapunov 指 
数 \ 功 率 谱 , 维 数 及 改变 参数 条 件 下 的 分 多 与 混沌 图 。 
11. 试 计 算 分 段 线性 非 系 统 的 混沌 运动 的 相 平 面 图 、Poincare RM Lyapunov 指数 ,功率 


谱 、 分 维 及 改变 参数 条 件 下 的 分 岔 与 混 学 


12. 任意 选择 一 种 非 线性 振动 系统 ， — 一 参数 变化 的 条 件 下 的 分 岔 与 


混沌 图 。 
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第 十 五 章 ” 非 线性 振动 的 控制 


15.1 概述 


振动 控制 是 指 抑制 系统 工作 时 产生 的 振动 , 以 保证 系统 正常 和 可 千 地 运行 振动 控制 可 
分 为 振动 的 被 动 控制 和 主动 控制 。 

振动 的 被 动 深 制 又 称 无 源 控制 ,是 振动 控制 中 的 经 典 方法 , 它 不 需 外 界 施 加 能 基 , 只 需 
改变 系统 的 惯性 、 弹 性 与 阻尼 来 实现 ,目前 它 已 在 各 种 减 振 、 防 振 问 题 中 得 到 了 广泛 的 应 用 。 
但 是 下 于 传统 的 振动 被 动 深 制 技术 抑制 超 低 频 振动 和 宽带 随机 振动 效果 较 差 , EERE 
全 满足 工程 技术 对 控制 振动 提出 的 要 求 , 因而 促使 科技 工作 者 寻求 其 他 更 有 效 的 控制 振动 
的 方法 , 近 30 ER, 主动 控制 技术 得 到 了 迅速 的 发 展 , 国内 外 科技 工作 者 对 此 进行 了 大 量 
的 研究 工作 [6@,66, 101,109, 114]. 

美国 在 20 世纪 70 年 代 初 制定 的 太空 能 源 计 划 及 80 年 代 实 施 的 太空 防御 计划 中 , 为 解 
决 大 型 .复杂 的 大 柔性 空间 结构 中 的 复杂 振动 控制 和 非 线性 振动 问题 , 提出 了 一 种 新 的 振动 
控制 方法 一 一 主动 控制 ,振动 的 主动 控制 或 称 为 振动 的 有 源 控制 ,是 振动 理论 与 现代 深 制 
理论 相 结 合 而 形成 的 振动 工程 领域 中 一 个 新 分 支 。 它 是 利用 控制 技术 宛 制 振动 , 这 种 控制 方 
法 须 有 外 界 提供 能 源 (控制 力 ) ,其 基本 结构 如 图 15-1 所 示 。 受 控 结构 在 工作 中 出 现 振动 后 ， 
安装 在 它 上 面 的 传感器 感受 到 振动 信号 , 此 信号 经 测量 系统 传 至 控制 系统 , 控制 系统 按 预 先 
设计 好 的 或 在 识别 过 程 中 拟定 的 控制 律 ,输出 指令 使 执行 机 构 工 作 ,从 而 控制 受 痊 结构 的 振 
动 。 由 于 主动 控制 系统 常常 利用 结构 或 系统 的 振动 信息 作为 反馈 信号, 这样 振动 的 主动 控制 
就 能 较 灵 活 地 适应 外 界 的 干扰 和 系统 的 不 确定 性 因此, 它 与 被 动 控制 系统 相 比 , 有 较 大 的 
灵活 性 , 对 振动 环境 具有 较 强 的 适应 性 , 并 具有 抑制 超 低 频 振 动 和 宽带 随机 振动 的 能 力 。 


[一 控制 对 象 —] 


测量 系统 | тит |——| mam | 
Г вва |— 

图 15-1 ”主动 按 制 的 基本 结构 

现代 控制 理论 和 计算 机 及 电子 技术 的 飞跃 发 展 , 为 振动 主动 控制 技术 的 产生 和 发 展 创 
造 了 必要 的 条 件 。 在 短 短 的 30 年 中 > 振动 主动 控制 技术 取得 了 迅速 的 发 展 ,并 提出 了 多 种 控 
制 方 法 , 非 线 性 振动 主动 控制 技术 也 取得 了 实质 性 的 进展 .振动 系统 的 主动 控制 理论 从 古典 
的 PiD 控制 方法 和 采用 原始 的 伺 绷 系统 开始 ,经 过 30 年 时 间 , 出 现 了 极点 配置 .最 优 控制 、 
КЕНИ, ASEH „ЖК ЖЕШНЕН „Н 控制 . 自 适应 控制 和 神经 网 络 智能 控制 等 诸多 现代 
控制 方法 。 振 动 主动 控制 技术 的 应 用 日 趋 广泛 , 从 最 早 应 用 的 航空 航天 等 高 技术 领域 到 一 般 
工业 部 门 ,在 土木 工程 领域 内 , 由 于 高 层 建 筑 与 大 跨度 桥梁 的 出 现 , 为 保证 结构 的 安全 性 ,都 
要 对 由 随机 载荷 (如 风 、 地 震 等 ) 引起 的 响应 进行 控制 。 在 机 械 工程 领域 ,采用 主动 控制 技术 
消除 机 器 人 辟 在 终端 位 置 处 的 振动 挤 制 对 性 转轴 通过 临界 转速 的 非 线性 振荡 坏 动 深 制 研 
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究 , 是 当前 转子 动力 学 的 研究 热点 之 , 磁 轴 承 及 可 控油 膜 轴承 的 出 现 , 为 这 类 控制 的 实现 
创造 了 有 利 条 件 。 在 交道 运 输 工程 中 , Jo CREE AE SE TE, ШОТ ACIER SERO EREN 
与 半 主 动 控制 ,在 结构 控制 方面 ,一 个 主要 发 展 趋势 是 将 主动 控制 和 被 动 控制 相 结 合 , 使 各 
自 的 优点 进行 互补 ,以 收 到 更 好 的 效果 。 主 动 控制 与 被 动 控制 的 一 体 化 , 使 振动 控制 的 理论 
研究 向 前 推进 了 一 步 。 阻 尼 材 料 \ 传 感 器 和 作 动 器 合成 一 体 的 智能 结构 使 得 振动 控制 系统 和 
结构 可 以 有 机 地 结合 。 

另外 ,混沌 系统 和 混沌 现象 的 控制 是 一 个 全 新 的 科学 前 沿 问 题 , 引起 了 许多 研究 者 的 重 

视 。 


15.2 ” 非 线 性 振动 控制 的 基本 原理 与 方法 


15.2.1 ” 非 线性 隔 振 及 非 线性 减 振 器 


胎 振 是 消减 振动 危害 的 重要 途径 之 一 。 也 振 就 县 借助 于 控制 振动 能 景 的 传递 来 减 小 振 
动 , 现 代 工业 的 发 展 向 人 们 提出 了 新 的 振动 控制 课题 ,对 减 振 器 的 工作 频带 .体积 抗 漫 差 和 
抗 腐蚀 能 力 等 的 要 求 越 来 越 高 ,常规 的 线性 减 振 器 往往 不 能 兼顾 多 项 技术 指标 的 要 求 , 因此 
推动 了 非 线 性 三 振 技术 的 发 展 。70 年 代 后 期 研制 成 功 的 干 岩 擦 减 氛 器 为 字 航 ,航空 各 船舱 
工业 的 发 动机 、 仪 表 提供 了 理想 器 材 , 使 干 岸 探 这 种 非 线性 阻尼 再 次 受到 人 们 的 重视 。89 年 
代 , 应 用 干 摩擦 进行 振动 控制 ,成 为 非 线性 搞 振 乃至 振动 控制 中 的 重要 研究 方向 之 一 , 其 技 
术 成 果 已 广泛 应 用 于 许多 工业 领域 。 

王 面 介绍 几 种 常见 的 非 线性 减 振 器 。 

1. 钢丝 网 阻尼 减 振 器 

其 主要 元 件 是 一 个 金属 弹簧 与 一 个 塞 在 弹簧 内 的 细 金 属 丝 网 状 座 垫 前 者 承受 主要 载 
荷 ,后 者 起 阻尼 作用 。 也 可 进行 相反 的 设计 , 使 后 者 承受 主要 载荷 , 前 者 起 辖 助 作 用 , 如 图 
15-2 所 示 。 金 属 丝 网 是 由 细 的 冷 拔 馈 镍 丝 或 蒙 内 尔 合金 丝 纺 织 而 成 ,并 在 压 模 内 压制 到 所 需 
要 的 形状 和 尺寸 , 庚 热 的 刚度 和 阻尼 特性 由 钢丝 直径 (0.1mm 左右 )、 网 络 间 距 以 及 座 整 尺 
寸 而 定 。 这 种 威 振 器 的 主要 特点 是 :环境 适应 性 很 强 ; 弹 性 元 件 是 非 线 性 的 , 可 获得 等 频 特 
征 ,不 但 具有 很 高 的 隔 振 能 力 , 而 且 对 瞬时 性 的 冲击 载荷 有 良好 的 吸收 能 力 ;承载 能 力 很 大 ;， 
振动 时 的 能 量 吸收 系数 可 高 达 0.9, АНУ АУ Л Н с 高 达 0.15 ~ 20( 一 般 钢 制 弹 筑 为 0.06， 
天 然 橡胶 为 0.22 ~ 0.47), 因此 它 也 具有 良好 的 隔 声 性 能 。 通 常 固有 频率 可 设计 在 20Hz 以 
т 

2. 钢丝 绳 减 振 器 

这 是 一 种 新 型 的 减 振 句 ， 它 既 能 吸收 冲击 能 基 又 能 晤 次 高 低频 振动 也 能 够 衰减 控 隔 离 
жан, 

钢丝 强 减 振 器 沿 r, y жийи» 方向 刚度 的 1/2 ~ 173, 所 以 是 一 种 三 向 减 振 器 , 
面 且 所 占 空 间 较 小 ,容易 安装 , 可 用 于 乓 缩 . 拉 伸 、 剪 切 \ 扭 转 振动 等 的 隔离 钢丝 强 减 振 器 的 
外 形 如 图 15-3 PER. 

锅 丝 缠 减 振 器 的 阻尼 特性 与 变形 有 关 。 当 振幅 足够 大 时 , PARERE TERN 
消耗 振动 能 量 , 可 有 效 抑制 共振 ;但 在 小 振幅 时 各 股 舒 岸 氛 力 捏 在 一 起 而 不 发 生 清 移 , 所 以 
不 产生 摩擦 限 尼 , 故 减 振 效 果 好 , 同时 弹簧 本 身 的 驻 波 效应 也 是 择 摩 擦 了 予以 误 减 的 .在 设计 
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5:52 ”图 柱 形 钢丝 网 减 振 器 


图 15-3 #912288 00588 
载荷 范围 内 , 钢丝 强 减 振 器 的 载荷 位 移 曲 线 如 图 15-4 所 示 。 由 图 可 知 , 随 营 振幅 的 加 大 , Ж 
接 面 相对 滑 移 , 其 谭 擦 力 总 是 与 交接 面 的 相对 速度 反 向 , 干 摩擦 阻尼 与 刚度 邦 是 非 线性 的 ， 
RERA, 其 刚度 越 软 , 而 软化 刚度 能 够 吸收 大 量 冲击 能 量 ,并 缓和 冲击 力 , 这 种 减 振 器 用 于 


复杂 结构 上 , 可 以 阻止 共振 发 生 ,因为 共振 发 生 时 , 由 于 迟滞 回 线 耗 能 , 其 等 价 损耗 因子 可 
0.2 以上。 表征 钢丝 强 减 振 器 非 线性 性 能 的 迟滞 回 线 可 用 双 线 性 迟 潜 回 线 神 型 来 近似 。 图 
15-5(a) AIRERA ER i R, Eb) 为 具有 中 心 弹性 绕组 的 钢丝 绳 的 迟 灌 占线 。 由 图 
见 这 是 一 种 非 线性 阻尼 。 在 给 定 频率 和 振幅 下 , 其 等 效 粘性 阻尼 高 达 0.15 ~ 0.17。 由 于 刚 


达 


可 
度 


软化 ,共振 频率 将 随 着 输入 振动 水 平 的 增 大 而 减低 , 如 图 15-6。 所 以 这 就 使 激 振 频 率 偏离 设 


备 男 有 频率 更 远 , 从 而 可 进一步 改善 减 振 效果 。 
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15-4 ”钢丝 强 减 振 器 的 抗震 能 力 
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钢丝 强 干 摩擦 减 振 器 是 非 线性 的 , 其 共振 频率 是 随 激 扳 频率 的 提高 而 降低 的 。 这 是 因 
为 钢丝 强 中 的 摩擦 力 灌 后 于 钢丝 之 间 的 滑 移 ,形成 滞后 回 线 ,而 回 线 面积 为 摩擦 力 在 一 周 运 
动 中 所 消耗 的 能 量 , 是 非 线性 阻尼 - 回 线 本 身 也 表示 了 刚度 的 非 线性 , 这 是 一 种 软化 刚度 。 铀 
LARRI , 螺 接 悬 璧 梁 等 必须 用 双 线 性 迟滞 回 线 来 近似 实际 上 所 得 的 迟滞 回 线 。 由 于 非 线 
性 动力 系统 的 复杂 性 和 理论 分 析 的 不 完善 性 , 钢丝 网 减 振 器 的 动力 学 设计 问题 还 没有 固定 
的 设计 模式 可 循 。 


—— 


NAM А М па 
5 6 789 11 13 15 17 19 Hz 5 6 7 8 91011 13 15 17 19 
ж яж 


(а) 908 [DES I4 
图 15-6 ”和 干 摩 搞 隔 振 系 统 的 响应 


15.2.2 ” 非 线性 阻尼 控制 


在 振动 过 程 中 ,阻尼 消耗 和 扩散 振动 的 能 量 , ЕЕ БЕЗЕ ЕВ ЖЕ ЗЕ, 降低 受 迫 振动 的 振 
Wi, 加 免 自 激 振 动 的 产生 , 减少 结 析 传 递 振 动 的 能 力 ,因此 阻尼 是 控制 振动 的 重要 手段 。 在 系 
统 中 增加 阻尼 , 可 通过 多 种 方法 来 实现 。 例 如 ,使 用 高 内 阻 的 材料 制造 零件 ;选用 阻尼 好 的 结 
构 形式 ;在 机 器 设备 中 附加 阻尼 ;增加 运动 件 的 相对 幸 擦 ;在 振动 系统 中 安装 阻 振 器 ,等 等 。 

非 线性 阻尼 主要 是 利用 控制 执行 机 构 产 生 非 线性 阻尼 力 , 吸收 系统 的 振动 能 量 ,以 达到 
减 小 振动 的 目的 。 在 控制 力 中 常常 包含 有 非 线性 局 复 力 或 非 线性 阻尼 力 成 分 ,如果 设计 得 
当 , 可 提高 减 振 效 果 。 振 动 主动 阻尼 控制 是 振动 主动 控制 中 一 个 重要 分 支 。 根 据 振动 控制 的 
基本 理论 , 提高 系统 的 阻尼 ,对 降低 系统 的 共振 响应 及 缩短 自由 振动 衰减 的 时 间 历 程 有 显著 
效果 。 采 用 传统 被 动 控制 方法 所 能 实现 的 阻尼 重 比 较 小 , 如 果 采 用 主动 控制 方法 , 理论 上 可 
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把 结构 的 阻尼 提高 1 ~ 3 TRER, ХБ ЕКЕЛЕТШ ЖОЕ. 

1. 材料 阻尼 

从 图 15-7 所 示 的 应 力 - 应 变 滞后 回 线 看 出 , 在 一 个 应 力 循 
环 中 , 加 载 期 间 外 界 对 材料 所 作 的 功 大 于 部 载 期 介 材 料 放出 的 
ВЕЖ, 材料 把 一 部 分 能 量 转换 为 热能 而 消耗 能 量 。 这 种 在 交 变 
力作 用 下 ,材料 内 部 分 子 或 金属 晶 粒 间 , 在 运动 中 相 下 摩擦, 而 
消耗 振动 能 量 的 阻尼 , 称 为 材料 阻尼 。 根 据 同 线 所 包围 的 面积 ， 
可 比较 各 种 材料 阻尼 的 阻尼 特性 , 面积 越 大 ,阻尼 越 大 。 

2. 相对 运动 阻尼 

振动 体 在 相对 运动 中 的 库仑 岸 深 或 烙 性 流体 摩擦 , 使 振动 
PRAEH RA TR RE TT 7^ ^E BS EL JE, 称 为 相对 运动 阻尼 。 相 对 
运动 消耗 的 能 量 , 占 总 阻尼 消耗 量 的 90% 左右 , REB D Ж 
手段 . 减 小 相对 运动 件 的 间隙 、 施 加 预 载荷 、 降 低 接 触 面 的 光洁 
度 等 是 常见 的 提高 运动 阻尼 的 方法 。 

碰 檀 是 另 一 种 相对 运动 阻尼 的 形式 ,例如 把 松散 的 金属 球体 放 入 振动 的 宙 体 。 松 散 的 颗 
粒 放 入 铀 杆 、 在 非 工 作 的 封闭 空间 中 保留 砂 心 或 充填 物料 , 这 些 都 将 利用 它们 之 间 的 碰撞 而 
消耗 振动 的 能 量 , 起 到 非 线性 阻尼 的 作用 。 

充分 利用 焊 \、 饰 ,螺纹 联接 的 边界 摩擦 消耗 振动 能 量 是 另 一 途径 ,调整 联接 点 的 数量 和 
BU, 以 及 联接 面 的 粗糙 度 , 使 其 在 小 振幅 对 , 联接 面 紧 贴 在 一 起 , НАЖ ЭҢ Р. ЖР, 在 
大 振幅 时 , 联接 面 发 生 滑 移 而 消耗 能 量 。 

з. AE 

除 材料 阻尼 和 相对 运动 阻尼 外 , 由 所 动 体 扩散 、 辐 射 、 消 耗 振动 的 能 量 而 产生 的 阻尼 , 称 
为 结构 阻尼 。 轿 体 结构 的 等 件 之 间 , 以及 各 结构 之 同 、 以 机 械 波 的 方式 把 振动 能 量 传输 出 去 ， 
是 结构 阻尼 的 一 部 分 ,属于 扩散 性 阻尼 。 例 如 , 悬臂 梁 端 部 的 振动 输出 到 其 支承 上 ;齿轮 的 振 
动 通 过 轴 、 轴 承 输出 到 齿轮 箱 体 上 。 当 激励 是 瞬 态 ,而且 支承 的 体积 又 比 振动 体 大 时 , 振动 的 
能 量 将 扩散 出 去 , 因而 振动 被 消减 。 当 滚动 轴承 具 几 米 的 高 度 落 到 钢板 或 石板 上 ,90% 以 上 
的 能 量 将 从 冲击 点 扩散 出 去 。 

在 机 械 振 动 中 ,在 结构 结合 面 之 间 , 不 产生 引起 干 摩 擦 的 相对 运动 , 由 于 结合 面 的 有 限 
接触 点 产生 塑性 变形 ,作用 在 结合 面 的 交 变 位 移 具有 非 线 性 性 质 , 形成 与 图 15-7 相似 的 封 
闭 回 线 。 即 在 一 个 振动 周期 中 , 输出 能 基 大 于 输 和 能量 ,从 而 消耗 振动 能 量 , 这 也 是 结构 明 尼 
的 一 种 形式 , 又 称 为 结合 面 阻尼 。 调 整 结合 面 上 的 预 紧 力 、 油 膜 及 表 而 粗糙 度 等 ,这 改变 结合 
Tii t t ЖБ, 可 改变 结合 面 阻尼 的 大 小 。 

4. 附加 阻尼 

附加 阻尼 是 在 振动 体 上 附加 一 屋 具 有 高 内 阻 的 粘 弹 性 材料 , 振动 时 使 阻尼 材料 产生 很 
大 变形 , 消耗 振动 的 能 量 而 不 损坏 ;自由 阻尼 层 也 称 非 约束 阻尼 层 , 是 在 振动 体 上 直接 喷涂 
一 屋 粘 弹性 材料 ;多 层 约 来 阻尼 层 是 在 振动 体 上 附加 一 薄 层 或 多 屋 刚 性 材料 , 当 彼 动 体 变 形 
时 ,约束 材料 中 的 刚性 材料 不 变形 , 从 而 增加 阻尼 材料 的 剪 切 变形 , 提高 其 阻尼 性 能 。 


8157 ”材料 应 力 与 应 变 
的 滞后 回 线 
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E ERENER k BAUR Ji, S RSS RE НЕО, HESSE ДЕШЕ 
ы CR s JR BE шшш RE E 
Заа Bris RID A RH, 因此 可 克服 被 动 吸 振 器 的 侠 点 。 根 据 工 作 原理 和 
设计 准则 的 不 同 ,可 分 为 频率 可 调式 动力 吸 振 器 和 非 频 率 可 调式 动力 吸 根 器 。 

1. ЖЕРГИ sh gi 

频率 可 调式 动力 吸 振 器 的 工作 原理 是 :识别 外 激励 频率 与 动力 吸 振 器 固有 频率 之 差 ,在 
线 调节 动力 吸 术 居 的 剖 性 元 件 上 的 贱 度 或 惯性 元 件 的 质量 , 使 动力 吸 振 名 的 加 有 频率 始终 
与 外 激励 的 频率 一 致 , 即 动 力 吸 振 器 始终 处 于 调 详 状态 。 

2. 非 频率 可 调式 动力 吸 振 器 ж 

ак а ‚ү 
#SCTMD)(ES 15-8) 的 工作 原理 是 :根据 传感器 测 出 m 
的 受 控 对 象 的 振动 , 按照 一 定 的 准则 设计 控制 闫 ,将 O O 
ДЕВОН EEMCA ЕНГА HEU IBLRUR E 一 了 m [A 
作用 于 受 控 对 象 ,达到 控制 受 控 对 象 振动 的 目的 。 


15.2.4 ” 非 线性 消 振 


消 振 就 是 通过 减 小 振 源 产生 的 激励 能 量 , 来 消除 
系统 的 过 度 振 动 。 主 动 消 振 是 采用 主动 控制 的 方法 去 _ 
抵消 由 振 源 引起 的 受 控 对 象 的 响应 , 实现 受 控 对 象 的 ”图 15.8 主动 式 有 阻尼 力 吸 扳 器 
振动 答 制 。 典 型 的 主动 控制 有 直升机 振动 控制 中 的 高 阶 谐 波 控制 和 高 用 建筑 结构 的 脉 种 挫 
制 等 。 

1. 高 次 谐 波 氛 动 的 控制 

直升机 的 振 源 主要 来 和 作用 于 施 浪 浆 叶 上 的 交 变 气 动 荔 荷 .高 次 谐 波 据 动 的 控制 就 是 
通过 适当 操纵 旋 必 系统 , 0E B VE RAE PEE E AD UL DU T LINT atas, 从 而 达到 减 小 机 身 振 
动 的 目的 .对 一 个 有 N 片 次 叶 的 放浪 系统 , 激励 的 主要 分 量 是 传递 至 效 损 的 交 变 力 及 力 短 
的 N 次 谐 波 分 量 。 当 在 直升机 的 自动 贷 斜 器 不 动 环 上 施加 一 个 每 周 N 次 的 高 阶 谈 距 输入 ， 
在 旋转 坐标 系 中 浆 叶 将 获得 每 周 N - 1, N 和 NN + 1 次 高 阶 变 距 运动 。 适 当地 控制 浆 时 高 次 
庶 波 输入 的 幅 值 及 相位 ,就 可 以 减低 桨 叶 上 所 产生 的 N — 1, N 和 N + 1 次 交 变 载荷 洲 波 分 
E. ， 

高 次 谐 波 振动 的 控制 主要 是 基于 频 域 控制 原理 , 实现 的 形式 有 两 种 :控制 自动 倾斜 名 广 
式 和 单 片 浆 叶 控 制 方 式 .图 15-9 是 控制 自动 倾斜 器 方式 下 的 控制 方 框图 。 其 中 谐 波 分 析 仪 
用 于 从 测量 信号 中 提取 NO 的 谐 波 分 量 (O 为 转速 ), 可 用 僻 速 傅立叶 变换 分 析 。 观 测 器 用 于 
从 测量 信号 中 估计 某 些 未 测 或 难 测 的 信号 ,卡尔 曼 洪波 锅 用 于 实时 识别 ,为 控制 律 设计 提供 
必要 的 信息 。 限 制 器 用 于 限制 控 制 器 的 输出 , 使 驱动 器 的 位 移 、 速 度 限制 在 一 定 范 据 内 。 

2. 脉冲 控制 

脉 沛 控制 是 一 种 开关 控制 , 它 需 检测 受 控 对 象 所 要 求 减 振 部 位 的 株 动 量 , 当 检 测 代 超 过 
某 一 确定 的 门限 值 时 ,产生 的 非 线性 防 冲 控制 杠 消 外 扰 响 应 , 使 测试 点 的 响应 保持 在 一 定 的 
门限 值 之 内 ,其 特点 是 不 需要 对 受 控 对 象 的 所 有 状态 进行 估计 和 检测 , PARER. 

实现 上 述 目标 的 最 简单 的 控制 方案 是 在 选 定 的 位 置 上 安装 脉冲 发 生 器 , 当 这 些 位 置 的 
受 控 对 象 的 速度 达到 最 大 时 , 发 出 一 个 与 该 速度 方向 相反 的 非 线性 舟 圳 力 p, Bl 
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谐 波 分 析 仪 
p——- 一 ] 
观测 器 
图 15-9 高 次 谐 波 振动 的 控制 框图 
= C.sgn(u,) | v, I^, ¿£ < t < (t, + Ta, 
b= sgn(v,) | v, (2, a) (5-1) 
0, (t HTa) LEL ha 


式 中 С, МНЯ; о, 为 受 控 对 稼 检测 点 的 速度 ; m 为 与 速度 规 律 有 关 的 系数 ;Tu 为 脉 
冲 持续 时 间 。 


15.2.5 ” 非 线 性 冲击 隔离 


在 冲击 作用 下 ,机械 将 以 很 高 的 速度 产生 应 力 和 应 变 , 可 能 使 其 工作 失效 甚至 被 破坏 。 
为 此 ,采取 冲击 隔离 的 措施 , 以 减轻 其 影响 。 

1. 冲击 隔离 原理 

冲击 隔离 的 实质 是 通过 冲击 隔离 器 的 变形 , gf BER A Iob oH, 然后 , 在 冲击 
过 后 系统 的 自由 振动 能 量 平缓 的 释放 出 来 , 使 尖锐 的 冲击 波 以 缓和 的 形式 作用 在 设备 和 设 
施 上 ,有 时 还 通过 隔离 器 中 的 阻尼 吸收 部 分 能 最 , 以 达到 保护 设备 或 基础 的 目的 。 

冲击 隔离 分 为 主动 陋 离 和 非 主 动 隔离 主动 隔离 用 来 减轻 机 器 本 身 产 生 的 冲击 力 对 支 
承 、 基 础 及 基础 周围 的 设备 与 建筑 的 影响 , 以 减 小 支承 或 基础 的 应 力 或 应 变 , 减 小 通过 基础 
传 到 周围 的 冲击 波 。 例 如 ,冲床 下 面 的 弹性 热 基 、 火 炮 中 的 油 氏 . 就 起 主动 隔离 的 作用 。 被 动 
隔离 用 来 减轻 外 部 冲击 所 引起 的 基础 运动 对 设备 的 影响 , 以 减少 机 器 设备 中 的 应 力 和 应 变 。 
侧 如 ,飞机 着 陆架 中 的 防 冲 装置 ,仪器 包装 中 的 弹性 材料 ,就 起 被 动 隔离 作用 o 

当 被 障 离 的 设备 可 视 为 整个 刚体 时 , 冲击 隔离 系统 , 可 入 化 为 单 自由 度 系统 , 如 图 
15-10 所 示 。 主 动 隔离 系统 的 运动 方程 为 

m+ F(Ə,2) = F (15-2) 


被 动 隔离 系统 的 运动 方程 为 
m j+ F(8,8) =— m ë (15-3) 
RF т 为 设备 的 质量 ;6 为 隔离 器 的 变形 ;F(5,3) 为 隔离 器 作用 在 m 上 的 力 ;下 为 作用 
在 设备 上 的 冲击 力 ;u 为 隔离 器 左 端 受到 冲击 作用 产生 的 绝对 位 移 。 由 式 (15-2) 与 (15-3) 
看 出 ,两 类 隔离 虽 有 不 同 的 目的 ,但 具有 相同 的 数学 表达 式 。 
无 阻尼 单 自由 度 系统 受 速度 阶 路 激励 时 , 若 弹 性 元 件 的 力学 特性 为 下 = F,(8),6 为 质 
Ж m 与 基点 之 间 的 相对 变形 ,出 当 弹 性 元 件 达 到 最 大 变形 5,, 时 , 它 所 贮存 的 变形 能 为 


W = [воа = 二 mi (15-4) 
当 被 隔离 的 设备 中 具有 弹性 不 可 忽略 的 非 线性 元 件 时 , 冲击 隔离 系统 应 简化 为 二 自由 度 
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(a) 主动 隔离 系统 (b) 被 动 隔离 系统 
图 15-10 单 自 由 度 冲击 隔离 系统 
或 多 自由 度 系统 。 图 15-11 为 适用 于 两 类 隔离 系统 的 二 自由 度 系统 ,对 主动 隔离 系统 ,x =0, F 


为 设备 m 产生 的 冲击 力 , FC 8z) 为 隔离 器 的 特性 , m, 为 支承 的 质量 , F1《61, 61) 为 非 线性 
漳 性 支承 的 特性 ,对 被 动 隔离 系统 ,下 = 0, u 为 外 部 冲击 引起 的 基点 振动 位 移 , FL CS 0) 为 隔 
离 器 的 特性 , m 为 设备 的 质量 , m, 为 设备 中 弹性 元 件 的 质 最 ,Ft6,, 8») 为 非 线性 弹性 元 件 的 


Е(#,. д) 


Bisu 二 自由 度 冲 击 隔离 系统 
2. 非 线 性 硬 弹簧 隔离 器 的 特性 
硬 特性 弹簧 变形 的 恢复 力 可 表示 为 


F) = Ps 00 (15-5) 


式 中 和 A 是 变形 曲线 (图 15-12(а)) 起 始点 的 斜率 ;3 = d 的 垂 线 是 曲线 的 渐 近 线 。 由 w, = 
M fl Z, = Fn) МЕЗА БЕЗИ ЖЕ НОЗЕ 


1 5, 
= MILI (15-6) 


RP o, 是 线性 系统 的 固有 频率 , 对 于 小 振幅 (小 的 Sn) 的 非 线 性 系统 具有 相同 的 意义 。 对 
于 大 振幅 的 非 线性 系统 , о, En 变化 而 变化 ,把 式 (15-5) 代入 式 (1S-4) ,得 速度 增 量 与 最 
大 位 移 的 关系 为 


т.) (15-7) 


(15-6) 与 上 式 相 比 ,得 


(15-8) 
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根据 上 面 两 式 画 出 图 15-12(b) 和 图 15-12(c)。 表 示 了 à, z, Món 三 个 主要 变量 与 系 
统 参数 ond 之 间 的 关系 。 
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图 15-12  WERESEREUEUE HE 
З. 非 线性 软 弹簧 隔离 器 的 特性 
软 特 性 弹簧 变形 的 灸 复 力 为 


F,(8) = апат 2. (15-9) 
i 


式 中 是 图 15-13(a) 曲线 起 始点 的 斜率 ,从 图 中 可 以 看 出 di 的 意义 。 令 F.(6) = mz, 
0 = AVE = mo, WERZH 


od, 
RP 8, 和 zw 分 别 是 最 大 变形 的 最 大 加 速度 值 .o。 和 8„ 为 小 值 的 系统 固有 频率 , 把 
(15-9) 式 代 入 (15-4), 得 ú m #10, 的 关系 为 


Sm 
= tanh jl (15-10) 


2h Š, 
дат она asın 
式 (15-10) 与 上 式 相 比 ,得 

8, 

-tanh —* 
2 odi (15-12) 
"n In| coth? | 

| 


根据 式 (15-10) fa (15-11) 画 出 图 (15-13(b)) 和 图 (15-13(c))。 


15.2.6  SESOKBUR rU 


变 支 承 刚度 主动 控制 实际 上 是 一 种 非 线性 主动 控制 方法 , 它 是 通过 主动 控制 力 给 系统 
引入 附加 的 刚度 , 即 根据 振动 信息 来 改变 系统 的 刚度 . 从 而 达到 增 大 系统 的 稳定 区 域 , 辜 低 
系统 的 不 平衡 响应 之 目的 。 变 刚度 方法 种 类 很 多 , 且 具 有 控制 规律 简单 , 对 被 榨 系 统 状态 监 
测 要 求 低 ,测量 少 , 测试 简单 等 优点 , 因此 广泛 应 用 于 转 于 系统 振动 的 主动 控制 、 

1. 挤 压 油膜 变 刚度 支承 

在 各 类 轴承 中 ,流体 静 压轴 承 有 着 独特 性 质 ,如 油膜 刚度 高 ,承载 能 力 提 高 , 且 不 依赖 于 
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Г] © 
图 15-13 ЖАННА 

滑动 速度 , АНТЕ ЫЕ НЕ К РЕЯ T ПТ Hz 0 89 FS h ЛИН Р. 28, 通过 调节 油 
压 米 控制 或 抑制 转子 -一 轴承 系统 的 振动 ,这 种 阻尼 器 结构 上 分 为 两 种 形式 , 一 种 是 弧 形 
凹 槽 , 另 一 种 是 矩形 叫 档 。 在 这 种 阻尼 器 中 ,每 个 叫 档 平台 在 生 直 (法 线 ) 方向 提供 总 刚度 和 
胃 尼 系数 的 分 量 , 轴 承 刚 度 矩 阵 和 阻尼 算 阵 像 刘 力 积 质 基 惯性 矩 一 样 是 二 阶 张 量 , 利用 这 一 
性 质 , 求 得 刚度 矩阵 和 阻尼 矩阵 ,通过 坐标 变换 , 获得 共 间 坐标 下 的 总 气 阵 。 

研究 表明 , 各 个 平台 刚度 系数 k, 和 阻尼 系数 C, 是 以 下 几 个 因素 的 函数 , 如 平台 几何 尺 
寸 、 供 油管 道 调整 系数 \ 平 台 静 载荷 、 供 油 压 力 和 润滑 粘度 。 因 此 ,通过 调整 供 油 压 积 , 可 以 达 
到 调节 支承 刚度 和 阻尼 的 目的 。 

2. 形状 记忆 合金 变 刚度 支承 

国外 研究 了 利用 NIT 合金 在 马 氏 体温 度 转变 点 的 记忆 能 力 , 以 及 其 弹性 模 量 在 A , 转 
变 点 前 后 变化 达 25 倍 的 性 能 , 通过 加 热 和 冷却 .使 此 种 记忆 人 金属 记忆 其 初始 形状 ,产生 所 和 需 
的 较 大 的 恢复 力 , 从 而 改变 其 所 支 头 的 转子 系统 的 临界 转速 , 对 挠 性 转子 通过 临界 转速 时 的 
振动 进行 主动 控制 。 实 验 表 明 , 在 变 刚度 支承 的 主动 控制 下 , 转子 能 以 较 低 的 振幅 通过 临界 
转速 ,而 不 产生 共振 。 

3. 其 他 几 种 变 刚度 支承 。 

除 上 述 两 种 变 刚度 支承 外 , 有 人 还 研究 了 利用 气体 条 缩 时 的 弹性 模 基 变化 的 性 能 , 设计 
变 刚度 支承 , 进行 转子 系统 过 临界 转速 的 拟 动 主动 控制 ;还 研究 了 利用 电磁 力 ,设计 电磁 支 
承 , 进 行 转子 一 一 轴承 系统 振动 主动 控制 。 


15.3 ” 非 线性 振动 主动 控制 的 控制 策略 


一 般 的 非 线性 控制 系统 由 三 部 分 组 成 :被 榨 对 象 、 测 量 装置 与 执行 机 梅 。 如 图 15-14 所 
示 。 设 $9 和 分 别 为 对 象 .测量 装 置 与 执行 机 构 的 at, по 和 я; 维 状 态 向 量 ;ju 是 mm 维 控制 
向 量 。 这 样 , 系统 的 这 三 部 分 的 动力 学 方程 可 表示 为 

£= ALEE E) (15-13) 
27 faG & t.) (15-14) 
t= 6G 60 0 (15-15) 
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图 15-14 ” 非 线性 系统 控制 框图 
将 以 上 三 式 合并 ,并 引入 n = nio л; + zs 维 向量 *, 便 可 求 得 开路 系统 的 非 线 性 动力 
学 方程 : 
x= f(x,u,1) (15-16) 
RP x = 137, 6, f = UTE. 51 xm ЖЕШ d 15-14(b) 所 未。 
一 - 般 在 研究 控制 系统 时 , 从 所 研究 的 问题 的 性 质 及 要 求 出 发 , 有 时 我 们 所 关心 的 不 是 整 
个 状态 变 其 ,而 是 它 的 部 分 状态 或 状态 的 某 种 向 量 函 数 g(x,:)。 这 些 由 状态 变量 构成 的 向 
量 称 为 系统 的 输出 向 量 y, WREE EHE, 那 末 系 统 的 方程 可 表示 为 
x= f(x,u,t),y = g(x,1) А (15-17) 
系统 的 框图 如 图 15-15 所 示 。 系 统 的 动力 学 方程 中 既 包 含 了 被 控 对 象 的 动力 学 , 也 包含 了 济 
量 装置 和 执行 机 构 的 动力 学 。 
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图 15-15 ”系统 框图 


对 定常 情况 有 
x= f(x,u) 
y = g(x) (15-18) 
菩 选 择 状态 变量 使 得 当 控制 x = 0,x = 0 是 系统 的 平衡 状态 , 则 得 到 关系 式 
700,0) = 0 
将 系统 (15-18) 在 其 平衡 状态 x = ОВЛ И, 记 
-3f -2 -28 
A = SL use B = Su zy? = $E Les 
即 
A = lahay = aA] a Go bh) 
!u-0 
В = (b,), b = А 2. Gt 127, лбу = 1,2,--, m), 
ET 
дЕ, А 
С = (esr G = 1,2,5, n)( = 2,0 
T |z=0 


便 得 到 非 线性 系统 的 线性 化 方程 


х= Ах + Bu 
А (15-19) 
у= Сх 
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这 正 是 现代 控制 理论 中 广泛 使 用 的 卡尔 曼 线性 模型 。 
最 常见 的 非 线性 系统 的 基本 模型 , 即 为 只 有 一 个 非 线性 控制 的 系统 , 其 动力 学 方程 可 表 
示 为 


х= Ax + bf(u) 
у= €x 
式 中 fu) 是 标量 非 线性 函数 , 它 表示 控制 中 的 非 线 性 特性 。 此 系统 也 称 为 " 鲁 里 叶 系 
58. 
系统 中 含有 多 个 非 线 性 系统 时 
х= Ах + Bf(u) 


(15-20) 


: (15-21) 
y= €x 


RF B 是 nx m Ee, f(u) Ж m 维 的 ,系统 有 m 个 非 线 性 控制 。 
15.3.1 ” 非 线性 系统 的 反馈 控制 


研究 非 线性 控制 系统 (15-21), 设 给 定 的 指令 函数 为 ! 维 向 量 函数 Y(z), 我 们 希望 寻求 

控制 u, EREE 
elt) = y(t) - Y(t) 

满足 要 求 ， 

(1) 当 上 一 oo 0, e(t) 一 小 即 系统 具有 稳定 性 ; 

(De) 一 0, 系统 的 动态 过 程 具 有 优良 品质 。 

这 一 控制 要 求 ,通常 采用 反馈 控制 策略 来 实现 ,反馈 控制 是 将 反馈 信号 经 控制 器 “改造 ” 
后 又 返回 到 系统 的 输入 端 ,形成 一 个 闭环 系统 ,在 反馈 笠 制 中 ,wu 是 输出 的 线性 函数 


u= Ky 
其 中 K 为 m x 4 维 反 馈 阵 ,或 非 线性 函数 
w= h(y) 


其 中 hh(y) = Dun haly] 是 mm 维 非 线性 向 量 函 数 。 
按 控 制 量 的 不 同 ,通常 又 将 反馈 控制 分 为 输出 反馈 控制 (部 分 状态 反馈 控制 ) 和 状态 反 
馈 控制 。 
1) 输出 反馈 控制 (部 分 状态 反馈 控制 
部 分 状态 反馈 控制 是 利用 输出 基 作 反馈 信号 , 控制 и 是 输出 y 的 函数 (线性 或 非 线 性 
的 ): 
u = Kyu = (у) 
通常 输出 量 是 能 全 部 得 到 的 ,这 时 它 等 于 测量 信 。 
2) 状态 反馈 控制 
状态 反馈 控制 是 用 状态 变量 作为 反馈 信号 ,控制 u 是 输出 y 的 函数 (线性 的 或 非 线性 
的 ); 
и = Kx,u = h(x) 
显然 , 状态 反馈 是 输出 反馈 的 特殊 情况 , 当 C = I( 单 位 阵 ) 时 ,输出 向 量 即 状态 向 量 》 = Cx 
= Ix = x。 这 类 反馈 控制 要 求全 部 状态 变量 信息 ,但 在 实际 中 对 高 阶 系统 难以 满足 。 
考虑 最 简单 的 非 线 性 系统 ( 含 单 非 线 性 系统 ) 
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х= Ах + bf(u) 
у = Сх (15-22) 
u =- k'y 
其 框图 如 图 15 ~ 16 所 示 。 
除了 上 述 输出 反馈 系统 外 , 若 系统 的 阶 次 不 高 , 状态 是 可 以 测量 的 ， 应 用 状态 反馈 u 
=- k's 作为 控制 规律 , 就 可 以 得 到 下 列 (15 - 23) 所 表示 的 非 线性 状态 反馈 系统 ， 如 图 15 
一 17。 对 于 式 (15 - 22), 这 时 C = Р. 
х= Ax + Bf(u) 
u =- Кх 
反馈 控制 具有 无 比 的 优越 性 ， 是 几乎 所 有 控制 系统 采用 的 基本 控制 原理 ,反馈 控制 的 
特点 是 : 对 外 界 各 种 干扰 和 输入 都 具有 一 定 程度 的 较 宽 的 自 适应 性 ; 对 系统 中 的 参数 波动 
也 有 一 定 程度 的 自 适应 性 ,保证 闭环 特性 对 参数 变化 的 敏感 性 降低 。 另 外 ,对 系统 出 现 的 


(15-23) 


图 15-17 ” 非 线性 状态 反馈 近 制 结构 图 
非 线性 偏离 也 存在 一 定 的 限制 。 ， 


15.3,2 ”极点 配置 控制 


振动 的 主动 控制 可 以 通过 控制 结构 参数 来 达到 控制 的 目的 , 改变 结构 的 质量 、 刚 度 和 阻 
尼 等 参数 ,其 实质 是 改变 振动 系统 的 特征 值 。 由 于 极点 (也 即 系统 特征 方程 根 ) 反映 系统 的 
固有 产 率 与 锚 尼 特性 , 因此 , 极点 配置 控制 的 基本 思想 是 通过 选择 合适 的 反馈 矩阵 , 改变 极 
点 的 位 置 达到 变动 系统 特征 值 ,从 而 使 系统 处 于 稳定 状态 , 反 债 矩阵 的 引入 , 实质 上 就 是 给 
系统 握 供 了 附加 刚度 和 阴 尼 。 若 控制 了 系统 极点 的 位 置 也 就 在 很 大 程度 上 换 制 了 系统 的 动 
态 稳 定性 和 动力 响应 , 这 类 没 计 方法 不 仅 可 活用 于 单 输入 控制 和 多 输入 控制 系统 , 也 可 适用 
于 状态 反馈 和 部 分 状态 反馈 。 
对 非 线性 系统 的 线性 化 方程 (15-19) , 若 为 单 输入 时 不 变 系 统 , 即 
X= AX + Bu t (15-24) 
Y = CX 


, 258 · ERREKREO PEERS PEL 


如 果 系 统 完全 能 控 能 观 , 则 采用 完全 状态 反馈 u = — FX 可 达到 任意 极点 完全 配置 .对 上 式 
WERT 


XG) = G(s)u(s) (15-25) 
式 中 。 开 坏 传递 函数 列 阵 G (s) TER 
GG) = (st — A) 'B = р(в)/4(5) (15-26) 


EG u = и, — FX, 则 闭环 系统 方程 可 表示 为 
X= (A - BF)X + Bu, 
Y = cx 


(15-27) 


对 上 式 取 拉 氏 变换 可 得 
! X(s) = G.(s)u (s) (15-28) 
xb 闭环 系统 传递 函数 列 阵 G.(s) 可 写成 
С.(5) = GE - А + BF) ІВ 
= кз = i EG (15-29) 
比较 G (s) 5С. (5) 可 知 :经 状态 反馈 控制 后 , £ St [o Ж Fi COR ААА, НАКЕ 
项 式 d (s) 与 闭环 系统 特征 多 项 式 dels) 的 关系 由 下 列 极点 配置 方程 确定 
dels) = d(s) + Fg(s) (15-30) 
比较 等 式 两 边 * [S] ЖНА ЖК, 可 得 n 个 关于 行 阵 F 元 素 的 线性 方程 ,在 要 求 的 极点 分 布 确 
EAR, ERR F 外 都 是 已 知 的 ,因此 可 惟一 地 解 出 状态 反馈 阵 Р. 
如 果 采 用 输出 反馈 控制 , x = 一 FyY, Fy 为 т ТЕЕ GER) ҤЕ (15-24) 可 得 
EN Ү(5) = GG)u(s) (15-31) 
式 中 ”输出 反馈 情况 下 的 开 环 传递 顶 数 列 阵 G (s) 可 写成 


gs 
dls) (15-32) 


G(s) = CGI-A)'B = 


ЖФ x = а, – Бүү 
YG) = GG) (5) (15-33) 
式 中 ”输出 反馈 情况 下 的 闭环 传递 函数 列 阵 G. (s) 可 写成 
G.(s) = CGI - A + ВЕС) ! B 
AG gls) 

' = RE = 400) + Fue (15-34) 
因而 可 得 输出 反馈 控制 情况 下 的 极点 配置 方程 : 
dks) = dls) + Fyg(s) (15-35) 

若 输出 数 等 于 状态 数 , 即 m = n, Fy 的 wm 个 元 素 可 惟一 确定 。 

车 输出 数 少 于 状态 数 , BE m < n, ЖН m 个 而 方程 有 n 个 ,要 有 惟一 解 必须 满 是 n 
— m 个 相 容 条 件 ;或 找 出 按 一 定 误差 条 件 极 小 的 解 ,这 时 不 能 达到 完全 的 极点 配置 。 

对 多 输入 系统 控制 , 在 状态 反馈 控制 情况 下 ,其 闭环 系统 极点 完全 可 配置 的 条 件 仍 与 单 
输入 系统 相同 ,所 不 同 者 在 于 满足 极点 配置 要 求 的 状态 反馈 抢 阵 不 惟一 ,这 样 ,就 能 较 灵 活 
地 设计 性 能 更 好 的 控制 器 , 即 不 仅 满 足 极点 分 布 要 求 , 而且 还 能 满足 其 他 性 能 要 求 (如 特征 
HERRE, PAY). 
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15.3.3 ”最 优 控制 


最 优 控制 即 是 满足 一 定 最 优 条 件 的 反馈 控制 , 它 是 基于 现代 控制 理论 中 的 二 次 最 优化 
原理 ,通过 选取 适当 的 目标 函数 , 解 出 最 优 控制 力 。 从 理论 上 讲 , 最 优 控 制 是 一 种 最 理想 的 入 
制 方案 , 它 同时 考虑 了 所 有 的 受 控 模 态 , 在 控制 力 所 能 达到 的 范 瑚 内 使 系统 的 响应 最 小 。 

设 系统 状态 方程 为 


x(to) = xo (15-36) 
y = CG)x 
RP х,у füd GO 分 别 为 n,m,! Mn ERE, EREE c 的 函数 ;4(1) RB) 为 
ЖОЕ БЕ; d (с) 为 确定 性 干扰 。 
НЕНИ 个 满足 约束 条 件 的 控制 矢量 u 使 如 下 的 目标 函数 了 达到 极 小: 


= + "IL - A) QoCOLy - 8G) 


" ACGOx + BG)u + 4(1) 


+ u7R(Ould + Uy Go) ~ Тоу) -al 


- 6 "nm (15-37) 
AP So Qo) 8 R GO) TH BUE BE La IE TUE ПЖ АБДЫ PZ; C6) 为 希望 的 响应 ;to 为 控制 的 
开始 时 刻 ;z7 为 控制 的 终止 时 刻 。 
目标 函数 了 莱 顾 了 响应 与 控制 两 方面 的 要 求 ,但 这 两 方面 又 是 牙 盾 的 。 因 此 , 几 个 权 矩 
阵 的 取 值 就 反映 了 人 们 对 相互 矛盾 的 两 方面 要 求 的 重视 程度 , 妇 如 要 使 施加 的 控制 小 , 就 将 
R) 相对 地 取得 较 大 ;如 可 使 系统 响应 很 快 地 与 希望 的 值 接近 , 则 将 Oole) 和 So 相对 地 取 
得 较 大 。 
最 优 控制 规律 通常 取决 于 初始 状态 或 初始 输出 .希望 的 状态 或 希望 的 输出 、 约 东 的 性 
质 、 性 能 指标 的 性 质 等 。 因 此 在 -- 种 性 能 指标 下 的 最 优 控制 对 另 -- 种 性 能 指标 来 说 , 它 不 一 
定 是 最 优 的 .性 能 指标 的 形式 决定 了 最 优 控制 的 形式 和 复杂 程度 , 它 直 接 影 响 到 实际 系统 中 
实现 最 优 控制 的 可 能 性 。 二 次 性 能 指标 具有 较 大 的 优点 , 它 在 数学 上 处 理 较 为 简便 ,应 用 最 
优 控制 理论 可 以 得 到 满足 这 种 性 能 指标 的 最 优 控 制 的 解析 表达 式 。 而 最 优 解 的 必要 条 件 可 


通过 哈密 顿 函 数 的 极 值 条 件 得 出 。 
EESCEd I: 
H(x,u,À,t) = F(x,u,t) + A f(x,u.t) (15-38) 
根据 最 优 原理 i 
min[ H(x,u,À,£)] = 0 (15-39) 
WE ` 
SH онто + БТА = 0 (15-40) 
4 
由 此 可 求 得 系统 的 最 优 控制 


u" =- RB (15-41) 


А 可 通过 伴随 方程 4 = - TÉ 及 相应 的 黎 卡 所 方程 求解。 
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15.3.4 ER RR 


在 实际 振动 主动 控制 中 ,被 控 对 和 象 往往 具有 变 结构 、 时 变性 以 及 各 种 不 确定 性 等 特点 ， 
难以 建立 起 有 效 的 数学 模型 ,而 自 适应 控制 策略 却 为 解决 这 类 难题 提供 了 有 力 的 工具 。 

振动 的 自 适 应 控制 方法 很 多 , 这 里 介绍 两 种 符合 振动 控制 特点 , 而 又 行 之 有 效 的 基于 超 
稳定 性 的 振动 自 适应 控制 方法 和 随机 自 适应 控制 方法 。 

1. 基于 超 稳 定性 的 振动 自 适 应 控制 方法 

图 15-18 为 其 控制 系统 简 图 。 它 是 根据 受 控 对 象 振动 控制 的 待 点, 又 要 求 闭环 系统 保证 
稳定 ,又 具有 输出 渐 近 调节 性 , 这 样 可 省 略 参考 模型 这 个 环节 , 为 避免 构造 满足 波 波 夫 不 等 
式 的 反馈 环节 的 因 难 ,采用 符号 参考 模型 和 符号 跟随 带 , 使 系统 中 的 线性 部 分 易于 实现 严格 
正 实 ,因而 波 波 夫 超 稳定 性 理论 容易 得 到 满足 , 从 而 保证 系统 的 渐进 调节 性 。 这 种 方法 不 仅 
适用 于 单 输入 单 输出 情况 ,也 适用 十 多 输入 多 输出 的 情况 。 


符号 参考 模型 


Bibi lt 


图 1518 ” 自 适 应 控制 简 图 
对 单 输入 单 输出 情况 , 若 受 控 对 象 的 时 域 离散 数学 模型 为 
X,(k +1) = F,X,(k) + G; (k) 


15-42 
s (k) = CX + Dya (k) (15-42) 


符号 参数 模型 为 
Ir *D-FAQU)-Gu) 
Y.) = С.Х, (в) + Dnu (k) 015-43) 


符号 眼 随 器 的 作用 为 
yG) = К ys (k) = ау (k) (15-44) 


xs) 
式 中 у) 为 符号 跟随 器 的 输出 ,ct = |205, 


可 证 明 ,如 果 

i 符号 参数 模型 严格 正 实 
ñ O< a(k+1)=< a(k) 
年” 自 适应 控制 律 为 
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ulk) =- wk) 
w(k) = [h (k) + k G1», (2) 
Ki(& + 1) = Kr(k) + By ?Ck) 
Kelk) = Ву (k) 


(15-45) 


则 整个 闭环 系统 渐 近 稳定 。 
mh KiC), Kolk) 为 第 上 采样 周期 的 积分 增益 和 比例 增益 , K1(0) > 0, 8, >0,8, > 0。 
对 于 输入 与 输出 数 均等 于 r 的 受 控 对 象 , 其 输入 UG) 与 输出 Y) 有 如 下 关系 : 

ҮА) = H(z) 00А) (15-46) 
RP Y(X) = Го) уо) y СА), UG = Га (Емо (В), (А), H(z) 为 
传递 函数 矩阵 


Hu(z) Hele) … HyG) 
H(z) = : : : 


наб) Наб) c Нб) 
特 式 (15-33) 4H r ATAR, А] 
xG) = Ўн, (оа, (k) 


гта 


= H(z)u (k) + DH, (20а, (k) izd2e.r (15-47) 
= 
P 


即 


ж = H,(k)u,(k) + d, 
\ i= 1,2,5, (15-48) 


d, = 33H, (е). (k) 


а 

н. ИЙ, (Е 2 BICI AR Н DUE. а, 根据 单 输入 单 输 出 情况 
药 结论 , 只 要 符号 参数 模型 严格 正 实 , 且 0 < а(# +1) S a(k), 则 第 :个 子 系统 是 浙 近 稳定 
的 ,这 样 就 实现 了 离散 型 自 适 应 振动 控制 。 

2. 随机 自 适应 控制 

吗 机 自 适 应 控制 系统 是 针对 受 随机 干扰 的 未 知 过 程 的 控制 ,车 在 振动 控制 中 表现 出 的 
过 程 动 态 发 生 漂移 , 且 这 种 漂移 使 一 个 定常 的 控制 器 不 再 适应 , 则 随机 自 适 应 控制 系统 可 以 
解决 这 类 问题 .随机 自 适 应 控制 问题 可 以 看 成 为 非 线性 随机 控制 的 一 种 特例 。 
设 振动 系统 的 运动 微分 方程 式 为 

X(k +1) = f[X(), (5,800, WR) k] k = 01 =, N-1 


(15-49) 
AF X) Ж n RERE; u(k) 为 m ERIRE: 0) 0 РУ: WOO Hn 


维 随 机 扰动 矢量 ;f[…] 为 矢量 的 泛 函 , 假定 其 形式 为 已 知 。 
观测 方程 : 

Y(k) = HIXG), V(k), k] Ë = 1l,2,--, N (15-50) 
RP Y(R) VO) 分 别 为 > 维 输出 矢量 和 量 测 噪声 矢量 ;用 [… ] 为 矢量 的 泛 函 ,其 函数 
形式 已 知 。 


假定 随机 矢量 x(0), WODR, VAX- 的 特性 已 知 。 目 标 函 数 为 
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J= E(X elx, POSU (15-51) 


其 中 CIX), ulk), k] ER £ 级 的 代价 ， k = 0,1,…,N。 要 找到 -个 最 优 序列 = (0), 
u(1), s (N = D. BEERE зно. 目标 函数 达到 最 小 -与 一 般 随 
机 控制 不 同 之 处 是 被 控 系 统 状态 方程 中 还 存在 … 个 未 知人 参数 矢量 9(k), 而 且 殷 动 和 噪声 的 
统计 特性 也 可 能 未 知 。 

处 理 这 类 控制 问题 主要 方法 是 用 一 个 带 育 可 调 参 数 的 模型 去 跟随 过 程 动 态 的 变化 , 模 
型 参数 用 在 线 识 别 来 获得 ,然后 将 参数 的 估计 信 作 为 真正 的 参数 值 来 计算 控制 动作 。 设 计 控 
制 系统 时 往往 按 参 数 已 知 的 确定 性 情形 来 处 理 , 只 是 执行 时 将 参数 用 估计 值 代 营 。 


15.3.5 H. 主动 控制 方法 


Ho 控制 方法 是 一 种 基 十 鲁 律 控制 的 优化 控制 方法 , 它 以 传递 函数 的 Hu 范 数 作为 设 
计 指 标 。 各 种 HL 控制 问题 都 可 化 成 图 15- 19 BER BU УНЕТА Я. 
图 中 w,z,x 和 y 均 为 失 量 值 信号 : s 

w 是 : 维 外 部 输入 信号 ,一般 包 括 指令 (参考 ) 信号 ,干扰 和 “ > 


E z 


传感器 噪声 。 Ки 
z Ж р SHE НЙН, 通常 包括 跟踪 误差 , 调节 误差 , 执行 机 ] 

TE. 
и Ж п 维 控制 信号 , 同时 也 是 控制 器 输出 。 
у Ж т 维 量 测 输 出 。 

， 图 15-19 中 G FK 分 别 表示 广义 受 控 装 置 和 控制 器 。 前 者 是 系统 的 给 定 部 分 , 而 控制 器 
K 有 待 设计 。 假 定 GMK 为 线性 时 不 变 系 统 的 频率 或 措 述 , 并 假设 传递 函数 矩阵 GG) 和 
K(s) БАЭНИН, 

Ж w,z,u у 的 维 数 将 G 分 块 成 


G G 
G= [ " е) (15-52) 
Gu Са 


图 15-19 H. 控制 标准 框图 


图 15-19 代表 如 下 代数 方程 : 


z = Guw + Суи 


了 = бию + бои (15-53) 
и = Ку 
WRU 一 Сок) 是 可 道 的 真实 有 理 矩 阵 , 则 
z = (Gu + СКО ~ GoK) С)» (15-54) 
由 w 到 z 的 传递 函数 矩阵 Te 为 
Та = Fi(G,K) = Gu + GK (I - Сок) !Ga (15-55) 


H. 控制 的 标准 模式 是 : 求 一 真实 有 理 的 K, G 稳定 , ЭЧЕ еШ AREE FG, K) 


的 H. 范 数 极 小 , 即 
Ко ЕСС, K) |2 (15-56) 


或 者 表述 为 : 求 所 有 真实 有 理 K, [ч CBE, 且 使 
NF(G.K)N -<7, 0<y6€R (15-57) 
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前 者 称 为 Ho 最 优 控制 问题 ,后 者 称 为 H, 次 优 控制 问题 。 
设 四 模型 不 确定 造成 的 捍 动 为 AG, CEAR H, RD 


| AGCie) ISI R(iw)! (0 =< o x о) (15-58) 
R 为 一 圆 函 数 , 且 R € RH, 则 受 控 系统 将 是 内 部 稳定 的 , 如 果 有 关 的 H. 范 数 
IRK'(I- GK) lle <1 (15-59) 
这 是 控制 器 K 共有 和 鲁 棒 稳 定性 的 充分 条 件 。 
其 中 K’ = [01 K] 


按照 上 述 Ho 控制 的 概念 来 设计 控制 器 , 即 控制 器 应 能 使 系统 稳定 , 应 具有 必要 的 鲁 棒 
稳定 性 , 在 这 两 个 前 提 下 , 对 不 平衡 的 灵敏 度 函 数 的 H. 范 数 尽 可 能 小 。 


15.3.6 ”神经 网 络 自 适应 控制 


非 线性 振动 系统 的 主动 控制 也 可 供 动 于 智能 工程 的 理论 来 解决 。 由 于 神经 网 络 对 非 线 
性 函数 有 很 强 的 映射 能 力 ,能 够 充分 意 近 任意 复杂 的 非 线性 系统 ,学 习 与 适应 严重 不 确定 性 
系统 的 动态 特性 ,具有 高 度 并 行 性 ,适应 性 、 智 能 性 , 鲁 棒 性 与 容错 性 , 因而 在 解决 高 度 非 线 
性 和 严重 不 铺 定 性 系统 的 控制 方面 具有 巨大 的 潜力 。 

1. 神经 网 络 控制 器 

在 控制 领域 中 目前 应 用 最 为 广泛 较为 成 功 的 是 BP 网 络 .BP 网 络 是 误差 反 向 传播 的 多 
层 前 债 式 网 络 , 它 由 一 个 输入 层 、- 个 或 多 个 隐 层 以 及 一 个 输出 层 组 成 ,可 以 逼近 任意 复杂 
的 非 线 性 关系 。 下 面 用 三 层 BP 神经 网 络 模型 作为 控制 器 МУС, m, 1 如 图 15-20 所 示 , 其 中 ， 
WAER „(= 2p + 2) 个 神经 元 ,输出 层 为 1 个 神经 元 , 隐 层 单元 个 数 m 可 以 任 选 ,一 般 取 


输入 层 ы 
0» аш 
sa-i) —. “ 
КО? 
图 15-20 ”神经 网 络 控制 器 
神经 网 络 控制 器 的 数学 表达 式 为 
a = Уб) (15-60) 
= 
7 1 - - 
其 中 0 = тосу 97 LS +r, 
g 001172), 1<;j=<n 


d u(k*2pt2-j) пуа 

RPX, u 分 别 为 神经 网 络 的 输入 输出 , w, 为 输入 层 第 ; 个 神经 元 到 隐 层 第 ; 个 神经 元 的 连 

ERE, w 为 隐 层 第 ; 个 神经 元 到 输出 层 神经 元 的 连接 权重 , г, 为 隐 层 第 ; 个 神经 元 的 阅 值 ， 

КОБЫЗ А = жн 
в 30015-60) 可 知 , 神经 网 络 控制 器 自 适 应 调节 参数 集 为 神经 元 阿 连 接 权 重 与 隐 层 神 


经 元 阅 值 , 即 


2264. Ж AR эзе Бф @ Жай дол. k B 


ё = [wm no: dem, = nt € R'(s = mn +2т) (15-61) 
控制 器 输出 u 对 各 参数 的 梯度 为 


ба = [шк]! (15-62) 
ÄP r= 1,2,6, тр = 1,2555, 

E) 

ди 


= а (5,)Ї1 — fG21X, 
» 


дш 
55 = f(s Dl- 760] 
2. 控制 系统 模型 与 结构 
考虑 一 具有 非 线性 阻尼 与 非 线 性 刚度 的 单 自由 度 振 动 系统 ,其 NARMAX 模型 为 
ylk +1) = fl>(k),>x(k -1)] + BL (k) + v(k)] (15-63) 
AP yk) ulk) 分 别 为 系统 的 输出 响应 与 控制 输入 , FO € R FRANG vlk) 为 
系统 的 外 界 干扰 , 为 式 (15-63) 所 找 述 动态 系统 的 输出 ,h(.) € R 为 非 线性 函数 。 
v(&) = h[ə(£ - D, vlk - 2), v(& - p)] (15-64) 
对 系统 (15-63), (15-64) 作 如 下 假设 : 
Ai: ),h(') Ж; 
А.:В(= T’, 本 为 采样 间隔 ) 已 知 ; 
As: 动 态 干扰 系统 的 阶 次 p 已 知 。 
由 (15-63) 可 得 
u(k - 1) = (ув) ~ fly — 0, уб - 2) НИВ - u(k&-— 0) 
ulk -2) = ly(k-1)- fly(& —2),y(&- 3)]1/B - u (k - 2) 


v(k-p)2iy(k-p* D - Рб р), »x(k-p-0]I/B-u(k- p) 
(15-65) 
将 式 (15-65) 代入 (15-64) 有 
э(&} = &/LY(&), U(& - 1)] (15-66) 
RP YO) [yk yk - Ds yk- p = D) € К”? 
U(k -1) = [абе - 1, u(k -2) v, ulk- p)J € R? 
35-66) RARA (15-63), 消去 v (£), RU $6 (15-63) 的 控制 模型 有 如 下 形式 
Убе +1) = gLYGOUCk - 10] + рид) (15-67) 
т) € R 为 一 未 知 非 线性 函数 。 没 受 控 系统 的 期 望 输出 为 w, 由 上 式 可 得 系统 期 
望 控制 输入 


Us) = glow - «LY GO, UG - D]! (15-68) 
;由 此 可 设 自 适应 控制 器 的 形式 为 
u(&) = ufya, ҮЕ), U(k — 1),8] (15-69) 


ЖОР y Y(k), UG — 1) ЖЕЙ ЕКИ A, Ө 为 控制 器 的 谓 节 参数 。 为 此 可 引入 神经 网 络 
来 作为 自 适应 控制 器 , 即 
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ulk) = NNIX,0) (15-70) 
RP X =[YG),U(k-1)]€R (gq = 2p+2) 为 神经 网 络 的 输入 ,69 为 神经 网 络 的 
学 习 参 数 。 
以 系统 的 期 望 输 出 为 神经 网 络 监督 学 习 的 示 教 信号, 通过 调节 神经 网 络 的 学 习 参 数 0, 
可 使 控制 器 产生 期 望 输 入 uas 从 而 实现 预定 的 控制 性 能 指标 , 基于 神经 网 络 的 振动 自 适应 
主动 控制 系统 如 图 15-21 所 示 。 


图 15-21 ”神经 网 络 自 适应 控制 系统 
3. 自 适应 控制 算法 
下 面 采用 直接 自 适应 控制 策略 , 无 需 识别 系统 参数 , 直接 通过 反馈 自 适 应 调节 参数 。 设 
系统 在 时 刻 的 实际 输出 与 期 望 输出 的 偏差 为 


elk) = ya- у(#) (15-71) 
定义 其 控制 性 能 指标 为 
= 00) = 二 [ys ЮР (5-72) 
将 式 (15-58) КА (15-55), 9 
yG +1) = g[X]+B8NN[X,8] (15-73) 
由 上 式 可 知 ,以 ya 为 示 教 信号 , 调节 控制 器 NN Х, 0] 中 的 参数 ,使 J -Ju 即 可 实现 对 系 


统 的 振动 控制 。 
由 BP 神经 网 络 的 学 习 算法 , 可 导出 参数 调节 的 递 推 并 行 算法 
A(k) = а„А(Ё-1) + 7] 


602) = (6-1) + A (k) 
АГЕ -peoe paag бе" ЭЙЕЛ ЧИНЕ ЯЙ, aoan Є (0,10). 


至 此 ,得 到 一 类 非 线性 振动 自 适应 控制 算法 如 下 
(1) 取 (0,1) 之 间 的 随机 值 ,初始 化 神经 网 络 参数 0 

(2) 采样 , 获取 系统 信息 Y OO 与 U(k - 15 

(з) 由 式 (15- 50) 0, disk (15-62) 修正 控制 器 参数 9. 
(4) 由 式 (15-48) 计算 控制 器 输出 , 并 作用 受 控 对 象 

(S) 返回 第 (2) 步 。 
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4. RA 


XEF—1- R A МЕН НЕ ЖЕЕ 24 ОНЧ ТА ЛЛ. O Ж, 其 控制 模型 为 

у(#) = 0.8y(& - D - 0.6506 - 22 -0.12(& - 1) + и(#—- D + o(& +1) 

首先 作用 一 干扰 信号 (v(k) = сов[ 5006-1) + RND(1)] RNDCD A BE ABS BO, 无 控 
时 系统 响应 如 图 15- 22 所 示 , 假定 只 知 动态 干扰 阶 次 为 1, 控制 输入 项 的 系数 为 1, 其 他 均 为 
未 知 , 然后 以 三 层 BP 网 络 NNa uL 作为 控制 器 , 控制 器 经 过 近 200 次 采样 数据 的 学 习 , 控制 


器 的 输出 达到 稳定 , 系统 响应 趋 近 零 , 施 控 时 系统 响应 如 


15-23 所 示 。 可 以 看 见 , 用 神经 网 


络 能 有 效 地 控制 (15- 51) 式 所 描述 的 一 类 非 线性 系统 的 振动 ,响应 衰减 速度 较 快 , 具 有 良好 


的 实时 性 。 


3 


输出 响应 


-2 1 | 1—1 


输入 响应 


时 间 
图 15.22 ”未 按时 系统 响应 


Em 


15.4 


实际 转子 系统 是 非 线性 
RER, 也 是 近 几 年 来 振动 3 


50 100 150 200 250 300 350 400 


系统 , 转子 振动 的 3 


线性 转子 振动 系统 的 主动 挖 各 


0 50 100 150 200 250 300 350 400 
时 间 


图 15-23 ” 施 控 时 系统 响应 


动 控制 是 转子 动力 学 和 现代 撑 制 理论 的 交 
动 控制 领域 内 的 热门 课题 之 一 与 一 般 结构 的 振 荔 控制 相 比 ， 


它 不 仅 要 抑制 转子 工作 时 本 上身 的 振动 , 而且 要 减 小 子 启动 和 制 动 过 程 中 通过 临界 转速 时 的 
振动 以 及 突 加 不 平衡 引起 的 振动 过 大 等 问题 .从 物理 意义 上 讲 ,转子 振动 的 主动 榨 制 可 以 理 
解 为 给 转子 系统 引入 附加 的 刚度 和 阻尼 , 从 而 改变 系统 的 振动 特性 , D Do UIS REED, 


稳定 性 改善 ;同时 还 可 以 理解 为 主 探 力 起 了 好 


F 衡 的 作用 。 


以 前 抑制 转子 振动 的 传统 方法 是 被 动 控制 , 通常 是 提高 转子 的 加 工 制造 和 平衡 精度 , 使 
用 稳定 性 较 好 的 油膜 轴承 如 可 倾 瓦 轴承 等 但 是 由 于 旋转 胡 械 结构 和 工 癌 等 因素 极为 复杂 ， 
振动 事故 频频 发 生 ,造成 重大 经 济 损失 。 被 动 控 制 技术 显得 力不从心 ,而 转子 主动 减 振 技术 
则 被 认为 是 最 有 可 能 从 根本 上 预防 和 排除 转子 振动 事故 的 新 技术 。 另 一 方面 , 随 着 转子 系统 
向 大 型 化 ,高速 化 发 展 , 这 类 转子 由 于 往往 有 多 阶 模 态 被 激 起 , 仅 允 被动 榨 制 是 无 法 全 部 满 


足 据 动 控制 要 求 的 ,由 于 上 述 原因 , 转子 振动 3 


视 。 


F 动 控制 正 受 到 国内 外 越 来 越 多 研究 者 的 重 


对 转子 系统 , 主动 控制 力 应 起 以 下 三 种 作用 ; 
1. 引入 足够 的 模 态 阻尼 ,起 减 振 , 迅 速 衰减 各 种 干扰 激 起 的 振动 , 尤其 是 防止 转子 系统 
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失 稳 的 作用 ; 

2. 改变 临界 转速 的 位 置 ,使 之 远 敲 工作 转速 ,避免 共振 , 减 小 振动 ; 

3. 补偿 不 平衡 力 , 如 叶片 脱落 后 那样 的 巨大 不 平衡 力 。 

从 控制 论 的 角度 看 ,上 述 三 种 作用 可 归结 为 两 个 控制 目的 ; 

1. 按 给 定 的 性 能 指标 J, 寻求 最 优 或 次 优 控 制 律 4, 使 初始 扰动 在 有 限 或 无 限 长 时 间 内 
趋 近 至 平衡 状态 , 并 且 控制 器 应 具有 稳定 鲁 棒 性 ; 

2. 爱 控 闭 环 系统 应 对 不 平衡 力 具 有 最 低 的 敏感 性 , 并 且 控 制 器 应 具有 性 能 鲁 棒 性 。 

近 几 年 的 研究 工作 主要 集中 在 控制 方法 的 探讨 和 执行 机 构 的 设计 方面 。 在 控制 方法 上 
归结 起 来 可 分 为 : 变 支 承 刚度 主动 控制 , 状态 反馈 控制 ,最 优 控制 以 及 模 态 控制 和 H EM 
等 。 


振动 的 主动 控制 都 是 通过 一 定 的 控制 执行 机 构 实 现 的 关于 执行 机 构 的 研究 主要 集中 
在 电磁 轴承 电 伐 阻 尼 器 , HT cbr ЕТШ ЛИЕШ ЛЕ 86, 压 电 晶体 执行 机 构 及 液 ( 气 ) 压 变 支承 刚度 
等 。 


15.4.1 ”可 控 挤 压 油膜 阻尼 器 非 线性 Н. 控制 


1, 可 控 挤 压 油膜 阻尼 器 (CSFDB) 

挤 压 油膜 阻尼 器 (SFDB) 转子 系统 是 一 种 典型 的 
非 线性 系统 - 挤 压 油膜 阻尼 器 本 身 是 一 个 被 动 控 制 元 
件 ,通过 自动 调节 挤 压 油膜 阻尼 器 的 间隙 、 供 油 讨 力 
或 轴 衬 长 度 等 结构 参数 , НИНЕ, 就 变 成 


-e L"W 


TODEHRISMEMERUE 2 CCSFDB), HE SFDB 改造 成 为 Lem 
CSFDB 主动 控制 转子 振动 ,可 大 大 改善 转子 系统 的 运 
行 性 能 。 其 结构 如 图 15-24 所 示 。 wa 
CSFDB 的 各 种 调节 方案 为 
с = co + asing (15-75) 15-24 СУРОВ #67081 
L = Lo — ab 


ЖР co 和 Lo ЖАКИН АТРИ ЖЕБЕ; c, L. mh RERO RES SCR RIDE E BE; a 为 可 控油 
膜 外 环 轴 向 移动 量 ;5 为 0 或 1, BET Bl DH E ЯН] БАЛП Ee BE] pha ЛҮ Ж , CSFDB 的 瞬 态 
实际 半径 为 ' ` 


R-RQ- (15-76) 


Xni 
其 中 Ro 为 油膜 的 标 称 平均 半径 ,0 为 锥 形 轴 绒 半 能 角 。 

假设 油膜 为 中 间 供 油 ,两 边 通 大 气 , 和 一 般 的 柱 面 挤 太 油 腊 阻 尼 器 轴 衬 一 样 , 可 推导 在 
x 油 腊 和 短 轴承 边界 下 CSFDB 的 稳 态 径 向 、 切 向 油膜 力 为 


p = LL'R,. 2° 
"4 (А-у 
F, = ÎR ze? asm 


其 中 为 润 请 油 粘度 系数 , o 为 轴承 外 环 的 进 动 速 度 ,e 为 偏心 率 ,与 轴承 轴 横 偏心 e 的 关系 
为 
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s= (15-78) 


5 


Ao SERRI ЖС 0 
Аб = 1 + 2906 (15-79) 


2. 非 线 性 Н. Fl 
对 非 线 性 系统 

x= f(x) + р(х)» + g(x)u| 
z = h(x) + ky(x)u | (15-80) 


其 中 xE RR" 为 状态 变量 , u € R” 为 控制 输入 , wE R 为 外 部 扰动 输入 ,x Є К? 为 可 控 
HEAR FG in GO g(x), hi (x), haz G0 均 为 光滑 函数 。 


很 设 
AGES) = 0, ku(z)'ka(x) = R; (15-81) 
其 中 R; AIRE, 
对 于 y > 0, 若 有 Va) 六 0 满足 方程 
f T 
VG) + Tak s dvi AE - евра) = 0 (15-82) 
则 非 线性 系统 (15-70) 存在 如 下 形式 的 状态 反锁 
u = Rilga(x) vl (15-83) 


其 中 v. 为 Y(z) 8 Jacobi ERF: v, = [7502 КО... 27627 


车 将 函数 FG glx), g(x), ВуСх) 分 别 用 Taylor RAER, EI 


f(x) = Ar + fa) gi = Biz + git) (15-84) 
g2 = Въ + gd) hila) = Cir + (д) (15-85) 

那么 状态 反馈 控制 (15-73) T 1 PF92323 GUN 
u =- R;'gl(z)(pz + X) £N r% P) (15-86) 

= 
其 中 p 为 下 列 Riccati 方程 的 正定 解 
т . 

ATp + pA + p [Bn - BRB) p+CTO, = 0 (15-87) 


3.CSFDB- ##-- £ StdE TE Н. 控制 
图 15-25 是 CSFDB- 转子 系统 模型 简 终 , 假设 系统 的 质量 集中 在 圆 盘 m 和 两 个 支承 
mi Fl ms 上 。 左 支 头 为 CSFDB, 并 安装 传感器 , 则 转子 -CSFDB 系统 的 动力 方程 为 
мар +64+ Ка = Bif + Bou (15-88) 
其 中 9 = [zi x2 z3 yi у 917 为 无 量 岗 广义 位 移 ; 
M = diag[ M M], M = diag[ m; m+ тз] 
C = dig[C C], C = io GJ = 1,2,3) 
K = dig[K К], K= {kl GJ = 1,2,3) 
" [^] 
Л/с 


= = efco 


[risen] 
+ u 


mew sinwt 


AEE ЖН 3 24 65 ip Al ` 269 ， 


2ezi яу 
- „01-05% a-e 
u= ш]. u = uyu 
2eyı ялі 


a-e A- e?) 


а = 1/c3 为 控制 变量 ,e = Vr? + yte 
S x = [eg], 将 式 (15-88) 化 为 状态 变量 形式 


х= Ах + Biw + gu(x)u (15-89) 
其 中 
0 1 1 0 0 
А = [. Mag -mogt PS [. "m s(x) = [_ жиз. 
设 系统 的 可 控 方程 为 
r= [*]- Cix + рш (15-90) |“ 
“ " my 
式 中 B: Bz, Ci, Di WARRE. 
根据 方程 (15-89) fl (15-90) 知 ,系统 的 非 线性 仅 
出 现在 ga(x) 中 。 对 于 稳 态 响应 , g2(x) 可 用 Tarylor Q^ 
级 数 表示 为 


galz) = B, + gl) (15-91) 


其 中 В, = ugs уш) JASA RE RIBUS. 
那么 ,CSFDB- 转子 系统 非 线性 万 控制 器 的 三 次 近似 解 为 
u =~ В.(рх + 51М;х?!) 
图 15-26 和 图 15-27 AMARRETAN KAEA EL E TP S SEDET ERG АН Й aliia 
应 -CSFDB 的 初始 参数 :Ro。 = 4.0cm, Lo = 2.0cm,co = 0.02сп ua = 19.6gcm, = 
2.66 x 10-3Nsy/m2。 模 型 转子 系统 的 三 阶 临界 转速 为 ;wert = 176.65rad/s, wez = 1018. 551ad/s, 


15-25 CSFDB- 转子 系统 模型 简 图 


(15-92) 


9 0.2 [7] 0.6 0.8 1 12 1.4 1.6 L8 2 
时 间 /s 
图 15.26 “未 控 转 子 系统 的 阶 跃 响应 
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15-27 ”已 控 转子 系统 圆 盘 的 初始 扰动 响应 
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wer3 = 1440. 3rad/s, 246 £ S [B| gk 0] By ЕКИ КУ 29 Vc А, 有害 于 转子 系统 长 时 间 工 
作 。 假 设 转子 工作 转速 位 于 wr wer ЖЇНЇ, w = 600rad/s, А СР REAA 
动 响应 可 以 看 出 , ECT GR BERT PUT ABS KOD BC E 0. 2s P3, ЇЙ] БЕЛ 0883020 0. ът E 
减 为 0.018mm, 赛 减 幅度 为 8296 。 


15.4.2 ”参数 慢 变 转子 系统 的 变 刚度 控制 


在 工程 中 ,常常 会 遇 到 这 样 一 些 转子 系统 , 其 参数 是 随时 间 而 变化 的 。 引 起 参数 随时 间 
变化 的 原因 很 多 , 有 些 是 由 于 转子 本 身 的 物理 或 几何 特性 发 生变 化 而 引起 的 系统 参数 变化 。 
ре Ваа, 会 导致 整个 系统 刚度 随时 间 变 化 。 转 子 在 运转 过 程 中 , 外 部 条 件 的 
变化 也 会 引起 其 参数 的 变化 。 例 如 , 转子 在 启动 或 停车 过 程 中 , 其 不 平衡 激 振 力也 是 随时 间 
变化 的 。 值 得 注意 的 是 主动 控制 的 引入 也 会 导致 转子 系统 参数 的 变化 -尽管 控制 转子 系统 振 
动 的 方法 很 多 , 但 其 物理 意义 却 是 通过 调整 系统 的 参数 来 改变 刚度 , 增 大 阻尼 , 抵偿 不 平衡 
力 ,以 达到 控制 振动 的 目的 。 显然， 在 控制 过 程 中 , 转子 系统 是 一 个 时 变 系 统 。 


S mco 9 ]« tco 88 « code = | r, z, 8) (15-95) 


FER ASE, 如 果 质 量 矩阵 m CO, ШЕШ РЕ e CO. ПЕШ АСО) EROR ALIE 
д. s, 旦 ] 能 用 确切 的 数学 表达 式 表示 , 那么 可 以 用 数值 的 或 解析 的 方法 对 其 求解, 得 到 
系统 的 响应 , 并 进而 可 对 其 动态 特性 进行 分 析 。 

在 非 线性 时 变 系统 中 ,如 果 其 参数 随时 间 的 变化 , 与 其 振动 周期 相 比 十 分 缓慢 ,该 系统 
可 视 为 要 变 参 数 系统 , 并 可 以 用 下 列 方程 模 述 , M 

[асо ®]+[е()1%® +[к(х)1х = r( z, x, dE] (15-94) 

RP ¿= s, 是 小 参数 。 

下 面 以 慢 变 刚度 主动 榨 制 单 盘 振 子 振动 为 合 ,研究 在 控制 过 程 中 转子 的 振动 待 性 所谓 
惕 变 刚 度 就 是 指 转子 的 支承 刚度 在 控制 过 程 中 随时 间 盆 变 , ЕГА = k” (5), 刚度 的 变化 是 
在 很 多 振动 周期 的 时 间 内 缓慢 完成 的 。 设 转子 的 支承 刚度 在 答 制 过 程 中 始终 保持 对 称 , 则 可 
以 用 下 式 描述 其 在 控制 作用 下 的 振动 , 邯 


m+ сї+ k(r)z = mew?eos(wt) (15-95) 
RP r= ee 是 小 参数 。 
在 实际 过 程 中 ,支承 刚度 的 变化 是 一 个 很 复杂 的 非 线性 过 程 , 但 是 不 论 支 承 刚度 如 何 变 
化 ,只 要 它 是 随时 间 慢 变 的 ,就 可 以 将 其 看 成 是 分 段 线性 的 非 线 性 过 程 , 即 
kotkir 0<r <" 
K(r) = 5А + т т< т r> (15-96) 
Аа + зт r< т тз 
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m + koz =- sci— Бех + mew?coslwt) (15-97) 
nka; A 
Z+ 08 =- scaz— karz + eo2cos( ot) (15-98) 
k, 
X ш= pca = ,ka = Bh, 


Гл sk t k ЕЕЕ. ' 2⁄1 ， 


用 多 尺度 法 对 上 式 求解, 可 得 
x = «созбе: + B) + eu! («i — 02) lcos(et) + Ole) (15-99) 
a =- ca 
2wof/ = kat 
其 中 "表示 对 rle = et) 的 一 阶 导数 ;a, 8 分 别 是 Tl = 05 
«Т RRR, 且 与 慢 变 变 刚度 系数 ka AX, 它 反映 了 刚度 #05 
变化 的 速率 , 在 相同 工 况 下 , iu 的 选择 直接 影响 转 了 的。 ол 1 эя 
振动 ;Ko, kiska 为 常数 , 分 别 对 应 O, ri, то 时 刻 的 了 刚度 0-8 0.9 1.0 14 12 13 
值 ,相应 于 k (z) HEE, olr) 也 发 生 相 应 变化 。 因 此 在 wo) 
采用 变 刚度 控制 振动 时 , 必须 针对 不 同 的 工 况 ,通过 优化 811528 ”不 同 慢 变 刚度 系数 时 
的 方法 选择 适当 的 ,从 而 达到 降 振 的 目的 。 的 仿真 曲线 
Ë e = 0.01, m = 12.4kg, e = 0 04m, А(0) = 3.2x10N/m,c1 = 0.25", v = 628571, 
用 四 阶 龙 格 一 库 塔 法 进行 数值 计算 ,得 到 如 图 15-28 FRA 5 БИШ 4. 184 1,2,3,4,5,6 9 
BÆ ka 等 于 0.5.10,15,20,25 时 的 仿真 结果 。 可 以 看 出 , 选择 不 同 的 变 刚度 系数 , 就 可 在 起 
动 和 控制 过 程 中 有 效 地 抑制 转子 的 振动 , kx = 10 时 效果 最 好 。 
从 不 同 如 时 的 转子 振动 的 三 维 谱 图 (参见 图 5-2) 也 可 看 出 ka = 10 时 ,工作 最 平稳 这 
说 明 , 只 要 选择 适当 的 变 刚度 系数 , 就 能 够 有 效 地 抑制 转子 的 振动 ,达到 减 振 的 目的 。 


0.7| 


15.5 “高层 土 本 结构 非 线性 振动 的 主动 控制 


随 着 材料 强度 和 现代 化 建筑 技术 的 发 展 ,高 层林 结构 的 高 度 不 断 地 增加 , 使 得 按 传统 
的 设计 方法 设计 的 高 层 建筑 在 齐 遇 地 震 或 飓风 
荷载 情况 下 , 刚度 显著 降低 , 采 度 显著 增 大 , T == 
ЖЕ PUE ES REO ЖЕ. 自前 在 国际 上 , 一 般 采 
用 主动 拉 索 和 主动 调频 消 振 器 的 减 振 方 案 , 并 
已 有 许多 下 型 土木 工程 结构 安装 了 主动 调频 消 == 
振 器 ,抑制 了 风 致 控 动 , 改善 了 舒适 性 。 这 种 主 
动 控制 机 理 主 要 有 三 种 :ATM(Active Tendon 
Mechanism) , ATMD(Active Tendon Mass L 


Damper Mechanism) 和 АААМ (Active T І — 


Aerodynamic Appendage Mechanism). ATM 和 
ATMDM 的 应 用 如 图 1S-29 所 示 。 在 图 15-20 中 
高 层 建 筑 的 控制 器 是 楼 层 之 间 的 联结 键 
(Tendon), 如 果 联 结 键 装 置 的 作 动 器 开始 移动 ， 图 5” RERED 11530 调节 质量 阻尼 
沿 对 角 的 联结 键 之 一 会 受 拉力 , 从 而 产生 控制 控制 法 主动 控制 法 
力 抵消 使 楼 层 平行 于 联结 键 移动 的 侧 向 力 。 在 图 15-30 中 ATMD 是 安置 在 楼 项 的 一 个 质量 
块 。 如 果 作 动 器 工作 会 对 建筑 物 项 楼 产生 控制 力 , 从 而 减 小 晃动 AAAM 一 般 用 来 控制 桥梁 
的 振动 响应 。 

最 近 几 年 混合 控制 方法 也 取得 了 较 大 的 进展 。 混 合法 的 概念 是 建立 在 主动 被 动 榨 制 的 
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基础 上 , 它 利用 主动 和 被 动 控 制 的 各 自 优点 达到 更 好 的 控制 目的 。 例 如 在 基底 隔离 各 主动 控 
制 相 结 合 的 混合 控制 中 ,基底 隔离 法 用 来 减少 由 地 面 传递 给 建筑 结构 的 运动 , 而 主动 控制 既 
可 用 于 减 小 建筑 物 的 响应 , 也 可 用 来 保护 隔离 系统 , 还 可 以 协助 基底 陪 离 法 进一步 将 地 面 运 
动 与 建筑 物 的 运动 解 厢 ,由 于 基底 隔离 条 统 动态 行为 的 非 线 性 和 非 弹性 , 混合 控制 方法 也 就 
成 为 非 线性 或 滞后 系统 , 由 此 也 产生 了 许多 针对 非 线性 或 滞后 系统 的 控制 策略 。 

与 其 他 主动 控制 减 振 相 比 , 土木 工程 振动 有 了 两 大 特点 :一 是 土木 结构 在 强 震 条 件 下 抗力 
БЕК, 具有 非 线性 和 非 定常 特性 ;二 是 控制 目的 在 于 抑制 持续 随机 扰动 引起 的 强人 这 振动 。 因 
此 ,主动 控制 抗震 的 土 林 工程 结构 的 运动 方程 中 的 阻尼 力 和 恢复 力 不 能 用 状态 变量 表示 ,分 
别 用 Fo fü Fs 作为 阻尼 力 和 恢复 力 , 则 可 将 其 运动 方程 表示 为 

MX (0) + Fp [X G)] + Fs[X(:)] =~ MEXICO + BV(G).— (15-100) 


Kh M 为 质量 矩阵 , X 为 位 移 向 量 ,8 为 地 面 加 速度 向 量 , В 2o mii o EHE BE, V) 为 
控制 力 向 量 。 


Fo[X (2)] = Folt - A) + CU - AO[Y COO - Y € - AD] 


Fs[X G2] = Fe - At) + Ks - ADLY GOD) ~ Y(: - At] (15-101) 

Cy(t- Ar) = ep (r AD ky(t ~ Az) = SER (r= At). 
2 Yt- At) 3 Yi(1 - Аг) 

ç = [1 -- 1] 

PR, аа Еа £ AES ap ES 
引入 状态 变量 ZG) = [XT(:) XT(z)]7 ,运动 方程 又 可 写 为 

Z G) = glZG) + NvG) + WXolt) (15-102) 

g[Z(:)] = | ， ] (15-103) 
- M”l|Fo[X GM + Fs[X(:)]I 

0 0 
N= un ws É d (15-104) 


在 运动 方程 约束 下 对 二 次 性 能 指标 JO = ZTG)9ZG) + UTCORUG) 取 最 小 值 ， 
得 到 状态 向 量 和 控制 向 量 在 计算 底层 阳 离 结构 加 主动 控制 的 混合 系统 的 模型 中 , 阻尼 取 线 
E, FRERIK _ 

F, (z,) = ax, + (1 ~ a, )k Dyv (15-105) 

ЯН x, 为 楼 层 变形 位 移 ,&, 为 弹性 刚度 , ,为 前 后 弯曲 刚度 比 , D, 为 常 弯 曲 变形 , v, 为 描 
述 滞后 的 无 量 岗 变量 , 且 v = frev) Hu Slo 

一 般 的 优化 理论 中 性 能 指标 只 包含 结构 变形 和 速度 等 , 而 不 考虑 时 间 灌 后 和 加 速度 ,实际 
上 时 间 洁 后 现象 主要 是 由 作 动 器 不 能 及 时 按 反 馈 信 号 运作 而 引起 的 。 而 且 在 混合 控制 中 , 由 于 
被 劲 控制 中 底层 支承 行为 的 非 线性 及 整体 结构 的 滞后 都 使 控制 变 得 复杂 化 。 若 在 二 次 性 能 了 
中 考虑 到 加 速度 和 时 和 间 滞 后 的 影响 , 峙 结构 进行 优化 控制 , 对 线性 控制 系统 , 性 能 指标 为 


J= fÉ ZT(¿)0Z(:) + UG) RUG) + XT) 9X. G) + a? GORg Gd: 


(15-106) 
其 中 0,0, 915025 х2а), (n x n) ЗАЕХА: R, RA x r) ХЕШ 
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ЖЕРЕ; gU) 为 > 阶 反馈 信号 向 基 , S {ЕШИКЕ S HERE ЭЕ; X GO) 为 加 速度 向 量 。 
对 非 线性 系统 , 不 考虑 作 动 器 动态 性 能 的 性 能 指标 为 


J = [PETZ OZO] + ХОФ Хо) + UT RU Jde (15-107) 
若 取 Hamilton ERE 
H = 2707 + UTRU + ATU) |Z - D* (z - At) - А.Х) - AU} 
D'(: Мм) = AsZG — М) + Аве Az) + Felt — At] + 
AsXo(t А) + А600 — At) (15-108) 
用 极 大 值 原理 能 导出 开 环 控制 .闭环 控制 和 复合 控制 方案 的 三 种 咀 时 最 优 计算 式 : 
1) 只 需 观 测 地 面 加 速度 的 开 环 控制 方案 
Шы = – (R + AIQAD"! AEQ[D" t М) + A1Xolt)] (15-109) 
只 需 观 测 结构 状态 的 闭环 控制 方案 
U, = – КТАТО2 (2) ' (15-110) 
З) FIFA pb Il ЛЖ PE 0283838256 bl R 
- Ú, =- тача Toa RAE + 1] eizo * 
D(t- д0) + AiX CO] (15-110) 


日 本 国家 地 震 工程 研究 中 心 进行 的 四 单元 六 层 钢 架 结构 主动 控制 抗震 试验 , 最 大 控制 
力 为 313KN( 相 当 于 结构 重量 的 40% ) 的 主动 控制 已 使 结构 响应 减 小 40% 。 试 验 结果 表明 ， 
拉 索 液 动机 控制 能 减轻 结构 的 地 震 响 应。 . 

美国 结构 主动 控制 抗震 研究 中 心 已 建成 3 6x3,6m 的 地 震 试 验 全 ,用 1: 4 的 兰 层 楼 模 
型 进行 主动 控制 抗震 试验 ， HE) e М 程序 预先 编排 在 控制 计 
算 机 内 ,用 应 变 计 作 观 测 锋 ， 液 动 机 作 执 行 视 ， 用 计算 机 控制 , 试验 结果 表明 ， HERI FUR 
小 4096 , 远 未 达到 预期 水 平 ， 主要 原因 是 数学 模型 与 试验 模型 的 动态 特性 不 符 。 根据 前 者 血 
出 的 最 优 控 制 对 后 者 远 非 最 优 .市 实 上 ,土木 工程 结构 常 有 非 弹 性 变形 , 受 循环 裁 荷 的 应 力 
应 变 图 上 有 滞 回 环 。 载 荷 达到 局 部 损伤 时 ,材料 抗 为 同化 , 表现 出 非 定常 性 ,同时 , 从 传感器 
测 得 结构 变形 到 小 动机 和 拉 索 给 结构 施加 控制 力 要 经 历 一 段 时 间 , 存在 纯 时 滞 环 节 , 对 控制 
系统 性 能 有 影响 。 因 此 ,巨型 土木 工程 结构 主动 控制 抗震 系统 是 具有 时 灌 的 非 定常 非 线性 控 
制 系统 ,需要 实时 识别 技术 建 模 , 设计 自 校正 控制 器 ， 才能 获得 理想 的 控制 效果 。 


15.6 ,海洋 平台 非 线性 振动 的 主动 控制 


随 着 海洋 石油 工程 的 迅速 发 展 ,建造 了 大 量 的 近海 平台 ,这 些 平 台 结构 长 期 漂浮 在 海洋 
中 ,始终 受到 各 种 不 同 规律 的 海浪 坊 荷 力 冲 击 作用 。 因 此 海洋 平台 在 整个 服役 期 内 结构 总 是 
伴随 着 冲击 振动 。 这 种 振动 使 平台 结构 经 常 发 生 强 度 的 破坏 , 疲劳 与 断裂 破坏 , 同时 也 使 平 
台 工 作 人 员 感 觉 不 舒适 。 因 此 构造 绽 种 海洋 平台 被 动 与 主动 的 振动 控制 蛆 尼 器 以 减弱 振动 
的 影响 是 海洋 工程 中 必须 考虑 的 问题 。 

E 海洋 平台 非 线性 振动 的 最 做 控 制 方程 

海洋 平台 结构 可 以 视 为 平面 的 连续 基 臂 式 结构 ， 如 以 团 党 质量 法 可 形成 MERO, 每 
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个 平面 质量 层 可 以 被 波浪 的 冲击 力作 用 着 , 按 Morison 波浪 力 公式 ,平台 圆柱 体 上 沿 с 轴 方 
向 的 波浪 力 可 表示 为 

FG. 2,1) = Fi(z,z,t) + Fo(z,z,t) 

= Cu pY V,(z,z,t) +20 + АБУ (aszt) 1 V,(z,z 1) 1 
(15-112) 

其 中 第 一 项 为 惯性 力 项 ;第 二 项 为 阻尼 力 项 , 它 与 波浪 和 圆柱 体 的 相对 运动 有 关 ; 式 中 
См 中 惯性 力 系数 ;Cp EEUU AG p 是 流体 密度 ; у 是 单位 长 度 圆柱 体 的 体积 。 

流体 质点 速度 、 加 速度 可 用 有 限 水 深 Stokes 二 阶 波 表示 为 


:, _ aH cosh[# (d +z) _ з=н (ан) cosh [2204 + z) o 
Vx eq шу coser — ов) + CP | L ырыу la ~ 0] 


cosh[ £ (2 + 22] 
Ух = 2н аша а sin(kr 一 wt) + 


E 


зан Зн аваа Lla (a= - a£] (15-113) 
如 不 考虑 结构 与 海浪 流体 之 间 的 相对 位 移 ,整个 平台 的 运动 方程 是 
M x+ Cx+ Kx = F(i) (15-114) 
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结构 的 动态 响应 值 ， 可 以 在 平台 各 层次 中 安排 不 同 的 振动 控制 阻尼 器 来 减 羽 振动 的 响应 。 
КНРДИН. 

(1) 调 湾 液 阻 此 器 (TLCD) 

‚ 如 海洋 平台 是 塔 式 结构 ,可 以 将 第 i 层 平生 分 离 后 视 为 平台 结构 如 图 15-31。 在 建造 平 
台 时 可 将 前 、 后 两 根 坚 向 空心 塔 福 与 模 向 台面 支承 空心 管道 连通 , ПУТ ВЕН Н, 然后 
在 管道 中 注入 海水 , 就 可 形成 第 ; hf TLCD 阻尼 器 。 按 图 中 所 东 的 受 力 状 态 ,可 建立 
非 线性 运动 方程 


m, t C,(z, T Zit) + Kn — ху) Саба 20-7 Kolena - x) 


= FG) - DGO)pALz eet ВАТ dun linr +2рАдх„,, = = РАВ 
(15-115) 
其 中 DG = (eñBz,,, + АГ, Yiz, ЖЕЎЕ БЕКИ ЕНИ, cu, 是 第 ; 层 平台 上 的 调 
MOERS, o 是 海水 质量 比 , A ЖИЕН, В Я, 1. АРГ, С Ж 


横 管道 中 孔 控制 损失 压力 的 常数 。 
上 述 第 二 个 方程 的 第 二 项 可 视 为 弱 非 线性 项 , 和 用 等 效 线性 化 法 , 方程 (15-105) 可 等 
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为 


Zx+ 


K, ,0 Ka; К, Ге FG) 
AOI 0-09 аза 
AP Kpr Car Mr 分 别 是 TILCD 的 等 效 刚度 、 等 效 阻尼 与 等 效 质 量 。 也 可 将 各 层 的 竖 
ШЕШН TLOD RAEE. 1 
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(2) 洞 谐 质 量 阻 尼 器 (TMD) 
同样 将 第 i 层 平 台 分 离 成 图 15-32 HAE, 并 在 平台 面 上 安装 调谐 质量 阻尼 器 ,其 阻尼 
器 分 离 简 图 为 图 15-33, ТЕЛЕЕ ЖЕ КЇЙ Ер ЕЛИП E88 2H. UU) 表示 , 这 时 称 为 主动 控 
制 , 当 UG) = 0 时 称 为 被 动 控 制 。 按 计算 简 图 可 建立 下 面 运动 方程 
M, + GG - xa) + Kin — za) Galta = Z,) 7 Kriz a) = 
Сане. Кан. = FG) ~ UU) (15-117) 
М, (Z, 7 ES) 7 Сан + Кодак = UG) 
AP a, 是 阻尼 器 与 平台 的 相对 位 移 ; М„,, AER HRR: Kne 是 阻尼 器 的 组 合 刚 
BE; Cre 是 阻尼 器 的 阻尼 系数 。 


Gialin) Куб жїл zr) 
Greal iara ач) Frac san) m" 
一 一 = иц) K... 
D -ME. к тмн 
б, 
Gl k, m-0 K7 xi) Gc mai) Ki zr ma) 
图 15-31 ”分 离 后 平台 结构 及 受 力图 图 15.32 分离 后 平台 结构 及 受 力 图 
LSOLS 
ui) м...) 
[El 


图 15-33 [Н/Е 4y ЯШЕН 
如 在 每 层 平台 上 构造 TMD 的 阻尼 器 , 整个 运动 方程 的 矩阵 形式 为 


D D 
Lie ее o deo e la ш e 
式 中 M,C, KK 的 矩阵 式 是 与 第 (15， 14) APPS кони, MP, с>, к? 分 别 是 TMD 图 尼 
器 的 附加 质量 阵 、 附 加 阻 TE PETO MEDINI BE PE, А 
将 公式 (15-114), (15-118) n— | 
Ñ+ C itk x = йЕ()-ЁШ() (15-119) 
2. 运动 控制 方程 的 分 析 + 
(15-109) 的 统一 运动 控制 方程 又 可 写成 结构 的 运动 控制 状态 方程 ' 
g = Aq + BF + DU (15-120) 
其 中 4-[ 1], E, MK =- Mk Mc =- fr: 
ü MK MC + 
,对 土 述 主动 控制 方程 组 (D 为 非 零 矩 阵 ) 求解 时 ,通常 是 采用 二 次 型 性 能 指标 来 求解 ， 
TASER в 是 零 甜 阵 来 形成 求解 的 状态 方程 ,然后 以 确定 二 次 型 性 能 指标 与 求 黎 卡 提 方 程 
的 数值 解 来 取得 最 优 到 局 增益 答 阵 ,再 定义 主动 控制 力矩 阵 U = -~ K" q 代入 式 (15-120jf， 
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形成 新 的 状态 控制 方程 
47 (A - BK')g" + BF (15-121) 
求解 状态 方程 就 可 获取 主动 控制 下 的 动态 响应 位 移 、 速 度 和 加 速度 。 从 上 述 讨论 可 认识 
到 :在 改变 TLCD, TMD 阻尼 万 的 各 种 设计 参数 (如 质量 ,刚度 与 整个 流 柱 长 度 以 及 主动 控 
制 力 和 的 加 权 系 数 等 ), 就 可 构造 不 同 的 控制 阻尼 器 , 而 这 些 阻 尼 器 按 排 在 平台 的 各 个 层次 又 
可 组 合成 各 种 振动 控制 方案 , 各 种 方案 在 某 确定 的 海浪 激 振 频率 下 其 有 不 同 的 动态 响应 的 
位 移 .速度 和 加 速度 值 , 比较 各 个 不 同 结果 ,就 能 寻求 到 最 优 的 振动 控制 方案 , 并 给 予 实施 。 
现 以 Penzien 所 研究 的 近海 塔 式 结构 TOWER-1 为 例 来 讨论 .该 结构 的 动力 分 析 计算 模 
迎 可 分 成 7 个 团聚 质量 层 , 结构 高 度 144.78mm, 水 深 121.92mm, 系数 См = 2.0, Cp = 1.4, 
所 取 有 效 波 高 H, = 10.2m, 波浪 平均 频率 页 = 2.831/s, 计算 的 数据 为 
Z = 122.86 - 3.05 - 22.86 — 42.67 — 62.48 — 82.30 — 102.11} 
Cup V = 10 1744 1674 1939 2563 3150 6735] x 10 kg 


Тера, = 10 790 676 719 757 828 1557] x 10 kg 


2 
= |4818 1475 1302 1533 1840 2205 3738} x 10 kg 
244 - 289 17 -1 26 4 16 
670 - 366 4 -33 23 -10 
725 - 368 14 -22 9 
К = 77 -410 23  -23|x 10kN/m 
| 879 — 491 56| 7 
对 称 1005 — 595 
1344. 
2522 -1244 -263 - 135 “9 8 -59] 
2892 -936 -188 -144 7 -30 
288 -920 -161 -106 -22 
C = 3142:,— 1072 —161 -113]x 10°kN s/m 
i 3652 -1292 -122 
对 ж. 4311 — 1605 
6769] 


首先 计算 无 任何 振动 阻尼 器 的 情况 , 上 部 平台 的 位 移 值 表 示 在 图 15-34 中 ,在 上 二 层 平 
` 台 的 结构 管道 里 角 置 TLCD RARER, ЭКЕ ДЕБЕТИ НЕЛЕ Т. = 90mm, 模 管 压力 损失 比 
t = 0.9, 所 求 的 位 移 信 表示 在 图 15-35 中 。 如 取 稳 态 后 的 振幅 与 没有 阻尼 品 的 稳 态 板 幅 之 
ГАЛА ЕЗ 则 ç = 0. 626。 如 不 安 设 TLCD 阻尼 器 , 而 在 最 上 部 结构 设立 一 个 
TMD 阻尼 器 , 取 阻 尼 器 刚度 Ka = 770.88kN/m, CP = 2200kN/m, Н А КВ 
量 容器 内 使 MP = K?/w? = 96.26 所 求 的 位 移 值 表示 在 图 15-36, 这 时 y 兰 0.667。 在 同样 
的 条 件 下 , 作为 主动 控制 时 , 按 二 次 胡 性 能 指标 球 解 可 获取 天 * = 10 — 4.06 — 1.38 - 0.876 
~ 0.702 — 0.517 - 0.329 - 0.195 0.085 = 0.214 – 0.048 0.017 — 0.029 0.008 0.012 
0.01121 然后 代 人 前 式 可 求 得 最 上 部 平台 的 X 值 示 于 图 15-37 F, 其 控制 系数 ? 兰 0.3。 
通过 上 述 理论 及 实例 沪 分 析 研究 , 得 知 入 海洋 平台 上 使 用 的 TLCDIBUE 881 TMD BUE. 
器 可 以 在 证 动 控 制 条 件 下 有 效 地 减 驾 振 动 的 影响 , 使 平台 结构 的 寿命 延长 ,大 大 减轻 结构 意 
外 破坏 的 可 能 性 ,提高 平台 上 工作 大 员 的 舒适 性 , 这 种 臧 振 方法 在 工程 上 使 用 , MEAE 
济 。 DRE 
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图 15.34 ”无 阻尼 器 平台 的 位 称号 应 图 15-35 有 TCLD 阻尼 器 时 平台 的 位 移 响 应 
N 


0.5 


cs 
图 15-36 ”有 TMD 阻尼 器 时 平台 的 位 逢 响应 图 15-37 ”主动 控制 时 平台 的 位 移 响 应 


15.7 “车 辆 的 主动 悬 架 与 非 线性 控制 半 主 动 悬 架 


车 辆 在 随机 路 面 不 平 度 的 影响 下 产生 振动 ,使 平顺 性 及 舒适 性 下 降 , 影响 了 车 辆 的 使 用 
性 能 。 常 规 汽车 绝 大 多 数 装 有 弹 移 和 减 振 器 组 成 的 机 械 式 悬 架 , 这 种 悬 架 通常 承担 两 个 似乎 
是 相互 矛盾 的 任务 : 

4. 支承 车 身 重量 并 随 路面 运 动 ; 

b. 隔 绝 随 机 路 面 不 平 度 对 车 体 的 扰动 。 

前 者 通常 需要 一 个 高 阻尼 的 “ 硬 ” RE, 后 者 需要 一 个 可 减 小 路 面 不 平面 引起 高 频 振动 
的 低 阻 尼 系 数 的 “ 软 " 甚 架 。 然 而 , 在 低 阻 尼 情况 下 车 身 容 易 出 现 共振 现象 。 用 弹 答 和 阻尼 器 
构成 的 被 动 悬 架 很 难 同 时 改善 在 不 平 路 面 高 速 行驶 车 辆 的 稳定 性 和 行驶 平顺 性 。 为 解决 这 
个 问题 ,改善 车 辆 使 用 性 能 , ЖЖ ЖЛЕ ЖН JOE ЖЫ ЖН ЖИ. 

主动 悬 架 虽 能 改善 车 辆 的 行驶 性 能 , 但 必须 配 有 大 功率 的 能 源 装 置 ,这 不 仅 使 车 辆 结构 
更 复杂 , 面 县 会 减少 其 有 效 承载 能 力 , 消耗 较 多 的 控制 能 量 , RA ZEN EIER R 
被 动 千 架 系统 的 阻尼 器 能 省 制 共振 ,但 对 隔离 高 频 振 动 分 量 效 果 不 明 显 , 它 到 决 于 两 端 相 对 
运动 参数 的 符号 。 当 阻尼 力作 正 功 时 ,向 系统 馈送 能 景 使 系统 振动 加 剧 ; 阻 尼 力 作 负 功 时 , 吸 
ЖЕКЕШЕ Ж, 使 系统 振动 衰减 。 因 此 , 若 使 阻尼 力 只 作 负 功 , 在 作 正 功 时 自动 消失 , 必 将 改善 
隔 振 效 果 。 图 15-38 为 -- 种 能 自动 启 闭 分 油门 的 阻尼 器 ,通过 调节 阻尼 器 油 孔 大 小 来 改变 阻 
尼 系 数 (甚至 可 使 阻尼 器 处 于 工作 状态 或 不 工作 状态 )。 由 于 这 种 可 控 阻 尼 器 仅 在 部 分 时 间 
TH, 因此 称 之 为 半 主 动 悬 架 或 半 主 动 控制 。 
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通常 主动 晤 架 能 提供 与 肾 振 对 象 绝对 运动 速度 成 正比 的 
阻尼 力 ,因此 半 主 动 葵 架 系 统 中 阻尼 器 的 控制 原则 是 使 半 主 动 Y 


里 架 系 统 提 供 的 阻尼 力 尽 可 能 接近 主动 总 架 所 能 提供 的 阻尼 m H А 
E 
k 
Yi 


力 , 图 15-39 是 二 自由 度 车 辆 主动 悬 架 的 力学 模型 。 簧 上 项 量 

mz 实际 上 是 由 弹性 元 件 k 和 可 变 阻 尼 减 振 器 cz 构成 的 第 二 É 
级 悬 架 支承 着 的 车 体 。 管 下 质量 m 是 具有 刚度 k, 的 橡胶 轮 
胎 . 这 是 一 个 参数 变化 的 动态 系统 , 通过 非 线性 反馈 控制 可 连 


续 调整 阻尼 。 系 统 运 动 方 程 为 
maj ka(y2 = у) = — F 图 15-38 。” 半 主动 悬 架 示意 图 
miy* kiyi ~ kalyz — y) = kiyo + F (15-122) 
其 中 粘性 阻尼 力 
F = clt) ' (32 — i) (15-123) 
如 果 系 数 为 常数 , 则 系统 是 线性 的 , 这 就 是 被 动 里 架 。 
主动 占 架 系统 提供 的 阻尼 力 为 
Fas = — сўз (15-124) 
而 半 主 动 悬 架 系统 提供 的 实际 阻尼 力 为 
Кш = — сбу ~ у) (15-125) 
控制 原则 为 


WR F, 与 Fac 问号 , 则 调节 半 主 动 登 架 系统 的 阻尼 系数 cz 使 Кы == Кш; 
如 果 Кы УЕ. 反 号 , 则 Еш, = 0, 
即 


сз F, x33) 20 
0; X, 502-21) <0 

这 表明 控制 康 风 是 根据 相对 速度 和 绝对 速度 的 正 负 而 定 ,在 忽略 筑 下 质量 时 ,该 县 架 系 
统 的 要 动 传递 能 力 与 最 优 控制 的 单 自 由 度 悬 架 几 乎 相同 。 


ca = (15-126) 


ЕЗ + 
不 产生 为 产生 力 
T m 
+ * z-t 
产生 力 不 产生 力 
8159 ” 吴 可 调 减 振 吕 的 二 自由 度 的 主动 县 架 图 15-40 。 半 主 动 是 架 的 控制 逻辑 图 
Жуз 和 ys — у 作为 状态 变量 , 则 相 平 面 之 纵横 轴 均 为 阻尼 力作 负 功 区 域 的 分 界线 ， 


预先 将 方程 以 及 它 的 分 界线 方程 都 编排 进 控制 计算 机 内 , 并 用 测 振 仪 分 别 测量 被 隔 振 体 和 
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基 座 的 位 移 和 速度 ,根据 这 些 信号 , YF БИЛЕ HUE ELE E. FE. 77 exhi t ER, 若 阻尼 力作 负 
功 , 计 算 机 将 给 出 关闭 油门 指令 ,阻尼 器 立即 产生 阻尼 力 ; 考 阻 尼 力 作 正 功 , 计算 机 立即 给 出 
打开 油门 指令 ,使 阻尼 力 消失 .图 15-40 Е ВАА DE SES 

通过 上 式 的 控制 规律 ,可 使 半 主 动 起 架 的 效果 接近 于 主动 县 架 的 效果 , 如 图 15-41(a) 
所 示 。 在 简 谐 激励 和 随机 激励 条 件 下 分 别 计算 单 级 主动 . 半 主 动 和 被 动 共 架 系 统 的 隔 振 传递 
率 曲 线 和 加 速度 方差 曲线 , 计算 结果 表明 : 半 主 动 悬 架 的 性 能 比 被 动 悬 架 好 得 多 , 与 主动 县 
Ж 性 能 相近 。 图 15-41(a),15-41(b) 为 被 动 , 半 主 动 与 主动 屋 架 三 种 情况 下 的 隔 振 效 果 之 比 
较 , 图 15-41(e) 为 开 - 关 式 控制 的 半 主 动 苍 架 与 被 动 .主动 功 架 之 比较 , 可 见 开关 式 控制 方 
式 的 低频 隔 振 性 能 较 好 。 但 若 用 这 种 开 - 闫 凋 节 原则 来 降低 簧 下 质量 的 共振 现象 仍然 比较 
困难 , 且 在 高 频 时 存在 着 振荡 和 对 反馈 信号 过 度 敏感 的 开关 反应 现象 ,使 得 高 频 隔 振 性 能 变 
差 。 这 个 问题 可 由 连续 半 主 动 悬 架 控制 系统 来 解决 .连续 半 主 动 示 架 控制 系统 的 控制 律 可 表 
D 


z Ac/a < gn yi) 


сь ta glany) Acla € (ууу) € Ас/а (15-127) 
e gU» 3) S- Ас/а 

式 中 cm = Ces 6/2, Ae = C -cuD/2iet 和 分 别 为 阻尼 系数 的 较 低 和 较 高 值 ;系数 

а 是 连续 阻尼 系数 c,(1 ) 的 一 个 估 值 。 当 a = 0 时 ,这 个 系统 与 被 动 悬 架 相同 , cx(: ) 是 一 个 党 

数 ; 当 а 为 ce 时 , 它 就 是 一 个 开 - ARED ER, 


c2(t) = 


10b 
* Eri 
1 
і 10 
ИСИ ых БЕ, асі on (e) mm 
15-41 аи 
将 方程 (15-127) 代入 方程 (15- 124) 可 得 到 阻尼 力 的 表达 式 : 
F = c,,(32 — y1) + Fo (15-128) 
其 中 第 一 项 是 阻尼 力 的 平均 值 ,第 二 项 是 受 控 制 的 阻尼 力 Fo: 
Ас(5у = з) Acla < g( x 3⁄1) 
Fo = јај x»! 其 他 (15-129) 
Ac(ya ~ з) дО 71) S- Ас/а 


受 控 制 的 阻尼 力 Fo Æ Ac/a < бу; — у1) S- Ас/а 空间 范围 内 的 连续 函数 。 此 外 , Fo 
在 开关 半 主 动 估 架 的 情况 下 可 用 方程 写 为 


Fo = Ac -sgny2132 一 3t1 


(15-130) 
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Runge-Kutta-Gill 方法 计算 。 表 15-1 是 单 侧 模 型 的 参数 。 


#151 二 自由 度 单 侧 模型 的 参数 
m 500 kg Ас 1673 N: s/m 
m 50 kg fH 133 Hz 
k; 35 KN/m А 142 н 
ki 400 KN/m йа 05 《ca = ca) 
e 4138 N: sm 0.3 (ez = cm) 
Em 2510 N: sm 0.1 (cz = c) 
ET 837 N: s/m EJ 9,001 m 
E £, = Am Р = ЈЕ тк {з= с? / mak 
通过 计算 连续 系统 中 阻尼 系数 c; (z) TERES FADE, 发现 c> (0) 在 连续 系统 
中 的 变化 不 如 在 开 - ЗЕ аа ФРЕЕ, БУША Ж.А XE CE Ж ЖЭНЕ ЖЕРИГЕН 
态 响 应 的 稳定 时 间 得 以 改善 。 
此 外 , 为 了 在 不 同 的 行驶 条 件 下 均 可 获得 较 高 的 稳定 性 和 良好 的 操纵 性 能 , 要 求 轮胎 与 
地 面 之 间 的 接触 压力 的 波动 较 小 .图 15-42 对 开 - 关 半 主动 悬 染 系统 、 连 续 半 主动 暴 架 系统 


和 被 动 功 架 系统 的 轮 接触 压力 的 功率 谱 密 度 " 
(PSD) 作 了 比较 。 从 图 中 可 以 看 出 :在 被 动 悬 架 
系统 中 ,共振 波峰 明显 出 现 了 车 体 和 车 轮 的 两 
个 固有 频率 处 。 开 - Хер ЕЕ жй Ж 
效 地 降低 第 一 个 共振 波峰 ,但 会 增加 轮胎 振动 
的 第 二 个 共振 波峰 。 这 种 现象 主要 是 由 阻尼 系 
数 开关 转换 的 间断 性 引起 的 。 连 续 改 变 阻 尼 系 
тЫ л тры 
统 那 样 使 第 二 个 波峰 加 大 。 
ЕО л С - 
统 , 由 于 采用 开关 控制 , 因而 具有 强 非 线性 。 半 ^ " 
жашна» ВИШ AE rfi 
候选 方案 之 一 采用 半 主动 悬 架 系统 的 车 辆 至 Misa F-X «RIDES Hi) 
БЕЖЕН RE, 属于 多 个 非 线性 环节 的 жаганан 
多 自由 度 动 力学 系统 ,很 准 用 解析 法 进行 分 析 研究 , 自前 主要 带 仿 真 和 试验 研究 。 


ЗВ Р, (Р/Н) 


15.8 ”混沌 的 控制 


混沌 是 本 世纪 最 重要 的 科学 发 现 之 一 , 它 打破 了 确定 性 与 随机 性 之 间 不 可 和 逾越 的 分 界 
线 。 根 据 英国 的 《不 列 舌 百科 全 书 》 注释 ,英文 中 的 “chaos” 一 词 源 于 希腊 “xaos”, 本 意 是 在 万 
物 出 现 之 前 就 存在 的 无 限 广 税 的 空虚 宇宙 。 这 一 名 词 翻 译 成 中 文 时 变 为 “混沌 ?。《 庄 子 》 一 
书 内 篇 卷 七 中 有 人 句 云 “中 央 之 帝 为 混沌", 其 意 与 上 述 解释 似 有 不 同 。 但 不 管 是 希腊 还 是 中 国 
先 有 其 词 ,当代 英文 中 的 “chaos”" 一 词 意 指 “ 混 乱 无 序 ", 其 含义 与 科学 和 工程 非 线性 动力 系 
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近年 来 对 它 的 研究 十 分 活路 ,当前 混沌 研究 主要 包括 如 下 的 内 容 : 

CO 产生 混 部 的 机 理 和 途径 。 

(2) 混 范 的 判 据 和 统计 特性 。 

(3) 奇怪 吸引 子 和 吸引 域 的 几何 结构 。 

(4) 混沌 的 控制 和 应 用 。 

由 于 混沌 系统 和 混沌 现象 的 奇异 性 和 复杂 性 至 今 尚未 被 人 们 所 彻底 了 解 ,这 类 系统 和 
现象 能 否 被 人 为 地 控制 和 诱导 ,特别 是 能 否 用 常规 方法 来 控制 , 长 期 以 来 一 直 是 一 个 没有 被 
深入 探讨 过 的 何 题 。 直 观 上 说 , 确定 性 系统 可 以 有 确定 性 控制 器 来 操纵 是 党 不 奇怪 的 , 但 随 
机 系统 也 可 以 由 确定 性 控制 器 来 操纵 就 不 是 理所当然 的 .因此 , 控制 具有 "确定 性 的 随机 性” 
同时 又 具备 “ 非 线性 的 复杂 性 " 的 系统 一 一 混沌 系统 ,肯定 是 一 件 十 分 具有 诱惑 力 而 又 有 挑 
战 性 的 事 。 随 着 对 渴 沌 这 一 现象 认识 的 不 断 深 入 , 人 们 已 开始 探索 如 何 控制 和 利用 混沌 现 
象 ,近年 来 ,控制 和 利用 混沌 已 在 加 速度 溶液 混合 化 党 及 应 、 作 为 保密 通讯 的 媒体 等 方 而 取 
得 了 初步 的 成 功 。 

非 线 性 系统 的 混沌 现象 是 由 基 些 关键 的 系统 参数 的 变化 而 引起 的 , 对 于 大 多 数 力学 系 
统 而 言 ,入 们 不 希望 它们 产生 难以 预测 的 混沌 运动 -因此 , 控制 混沌 的 主要 目的 是 消除 已 有 
的 混沌 运动 ,或 降低 其 振动 幅度 。 从 这 一 角度 出 发 , 关于 控制 或 诱导 混 渍 的 一 种 十 分 自然 的 
想法 是 直接 控制 或 调整 这 些 参 数 ,对 动力 系统 进行 修改 或 施加 控制 影响 混沌 运动 的 生存 条 
人 忻 , 从 而 可 设法 消除 或 抑制 混沌 运动 例如: 

(1) 采用 动力 吸 振 器 可 消除 简 谐 激励 下 Duffing 振子 的 混 学 运动 ; 

(2) 采用 经 典 的 随机 最 优 控制 技术 可 控制 Lorenz 热 对 流 中 的 混沌 ; 

(3) 当 系 统 同 时 存在 周期 运动 和 混 渍 运动 吸引 于 时 , 采用 迁移 和 输送 控制 (Migration 
and Entrainment) 可 实现 不 同 稳 态 运动 间 的 切换 。 

但 这 些 控 制 方法 尚未 利用 混沌 的 内 在 动力 学 特性 , 实现 中 往往 要 对 耗 散 系 统 作 较 大 的 

修改 或 输入 较 大 的 控制 量 ,1990 年 ,美国 马里 兰 大 学 学 者 Ott, Сгећоуі 科 Yoke(OGY) 根 据 混 
范 特 性 提出 了 一 种 利用 混沌 内 在 特性 的 控制 策略 。 该 策略 对 系统 某 一 控制 参数 作 时 变 小 摄 
动 , 即 可 将 系统 的 混沌 运动 稳定 到 指定 的 周期 运动 上 .人 们 将 这 种 方法 称 之 为 0GY 方 法 。 由 
于 在 调整 参数 的 过 程 中 需要 使 用 系统 输出 的 信息 , 这 种 方法 亦 具有 一 定 的 传统 反馈 控制 之 
特色 。 这 种 控制 手段 有 两 个 突出 的 特点 : 它 不 要 求知 道 严格 的 系统 数学 方程 , 并 且 能 通过 微 
小 的 控制 信号 而 获得 明显 的 控制 效果 。 

Hubler 及 其 合作 者 提出 的 另 一 种 方法 是 “纳入 轨道 ”和 “强迫 迁移 ” 法, 另外 还 有 通过 控 
制 系统 分 支点 或 控制 Lyapunov 指数 达到 控制 混沌 的 其 他 思想 和 方法 ,分 布 参数 系统 的 智能 
控制 等 。 

控制 混沌 系统 和 混 汪 现象 是 一 个 新 的 概念 和 尝试 , 它 已 经 引起 了 非常 广泛 的 注意 ,尽管 
目前 已 进行 了 大 量 的 研究 ,混沌 系统 和 混沌 现象 的 控制 仍然 是 个 全 新 的 科学 前 沿 ,很 多 系 
统 的 理论 和 有 效 的 控制 方法 尚 待 研究 ,特别 是 , 如 何 发 据 混 沌 系统 特有 的 功能 去 造福 人 类 ， 
是 一 个 极其 重大 而 又 意义 深远 的 课题 , 它 在 工程 上 有 重要 的 实际 意义 ,通过 对 混沌 控制 的 研 
究 , 使 我 们 能 够 根据 混沌 特性 可 得 到 所 需 的 非 线 性 动力 系统 以 便 达到 精确 设计 非 线 性 系统 
的 目的 。 

在 机 械 系统 中 经 常 出 现 有 间隙 或 弹性 挡 块 的 动力 系统 ,其 恢复 力 是 连续 的 ,但 就 系统 状 
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态 而 言 是 非 光 请 的 ,这 些 非 光滑 系统 即使 在 最 简单 的 振动 系统 中 也 包含 善 复 杂 的 动力 学 行 
为 和 混沌 运动 , 控制 这 些 系统 的 混沌 运动 ,是 当前 研究 的 热门 课题 之 一 。 胡 海 岩 对 OGY 方 法 
用 于 这 类 非 光 滑 系 统 的 其 有 效 性 进行 了 理论 研究 和 实验 验证 。 


15.8.1 OGY 控制 算法 


为 简便 起 见 ,对 -~ 个 具有 非 光滑 特 性 及 耗 散 恢 复 力 的 受 简 谐 油 励 的 振子 ,我 们 讨论 它 在 

Poincare 截面 上 的 二 维 映 射 , 考 虚 具 有 控制 参数 а 的 二 维 Poincare 映射 

pla) = Р(и„,а) n = 1,2,-- (15-131) 

式 中 RE u, 是 系统 流 在 Poincare REZERWA a 位 于 某 一 微小 值 x 的 邻 域内 ， 

在 该 邻 域内 映射 呈 混 沌 特 竹 。 由 于 在 典型 的 混沌 吸引 子 中 稠密 地 嵌 有 不 稳定 周期 轨道 ,我 们 

可 近似 地 从 做 混沌 运动 的 样本 中 抽取 映射 的 一 些 不 动 点 , 然后 集中 在 某 一 特别 的 不 动 点 

up(a) 上 。 根 据 混沌 运动 的 漂移 特性 , u, DEU- ERRERA E urla) 附近 。 当 出 现 这 

种 情况 时 , 可 改变 控制 参数 a URE u, la + Да) 落 入 在 urla) 的 局 部 稳定 流 形 W Eo 

为 确定 扰动 Aa, 对 方程 (t5-121) 在 a 附近 作 线 狂 近 似 展开 ， 

os + Aa) ~ Р(и„,8) + EP (ur, 820 (15-132) 

这 就 要 求 Poincare 映射 是 相对 于 а fE(u,, a) 是 连续 可 微 的 ,并 且 每 一 变量 的 偏 导 不 为 

零 ,选择 一 适当 的 Aa, H upala + Aa) 近似 地 移 到 W, 上 。 注 意 到 u, 十 分 接近 wp(a), 可 进 
一 步 把 方程 (15- 122) 右边 两 项 在 urla) 附近 线性 展开 , НП 


Р(и,,а) = urla) + J(ur(a), DD 7 ur(a)] 


ŠP (u,a) ~ ZP (urla) + J(us(a),a)[u, — ip(a), в) lasida (15.133) 


A - JG (ay 1 2800 


把 方程 (15-123) 代入 方程 (15- 122), 可 得 


паба + Aa) ле up (a) + Cup CO Du, — ure] + 11 = Jig GO, 2)1 Елде 


(15-134) 
其 中 J(up(a), a) 是 Poincare 映 射 在 (ar(z),x) #57 Jacobi EPF, T3, 上 述 线性 化 的 有 效 
性 取决 于 对 状态 的 Poineare 映射 的 光滑 度 及 其 在 (up Са), а) 的 控制 参数 。 
因为 所 考虑 的 振动 系统 是 耗 散 系统 , 不 稳定 不 动 点 ux Ca) 具有 稳定 的 一 维 流 形 w°, Ж 
流 形 与 Jacobi 和 矩阵 J(us(a),a) 的 右 特征 向 甚 相 切 ,与 左 特征 向 量 正 交 。 为 在 W ERY un, 
仅 需 调整 Ac 使 得 


[ила + Да) – ur(a)] = 0 (15-135) 
从 {15-134) 和 (15-135) 可 知 , 伴随 着 所 期 望 的 参数 扰动 
Aa = Па, ака] 87: Eu, = ик(а] (15-136) 


u Dui r7 3, 
式 中 “是 对 应 于 特征 向 量 y, 的 特征 值 。 
结果 表明 , 只 要 Poincare 映射 对 于 状态 是 连续 可 微 的 , 对 于 控制 参数 在 不 动 点 是 稳定 
的 ,OGY 方法 对 非 光 滑动 力 系统 的 混沌 控制 是 适用 的 .OGY 控制 的 主要 特点 如 下 :一 是 可 
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TO fE ГИНЕ syr, 所 需 的 控制 参数 握 动 量 和 可 控制 能 量 均 很 小 ;三 是 通过 实验 数据 
来 拟 合 线性 化 映射 , 勿 需 系统 的 数学 模型 。 

15.8.2 Poincare 映射 的 光滑 诬 分 析 


现在 研究 在 广义 状态 空间 v 上 的 周期 性 强迫 非 光滑 振子 ,广义 状态 空间 v 包括 位 移 r， 
速度 y 和 控制 参数 a。 


an) (15-137) 


v(0) = vo 
RF 
vs [zya] 
ro = [zx0 уо, oo]? 
fO) = Dy flr, yra, t), 0]7 
同时 , f(x, y, a t) 是 以 To 为 周期 的 干扰 力 和 耗 散 恢 复 力 的 合力 , 对 于 状态 v 连续 ,但 
非 光滑 ;对 于 时 间 :是 以 To 为 周期 - 锅 如 , 如 果 振 于 在 z = d 处 具有 刚度 为 的 弹性 挡 块 , 则 
挡 块 的 弹性 力 取 
g(z) = Ё(х-4)Н(х-4) (15-138) 


其 中 。 HOOGSEGNRGUG BER EC 在 x = 2 EB, 

对 作 有 周期 性 强迫 运动 的 非 光滑 振子 有 两 种 方法 定义 Poincare RE SB — RH UR E 
定 的 激励 相位 作为 Poincare 截面: 第 二 种 是 在 状态 空间 内 选取 一 恢复 力 的 切换 面 ,比如 说 对 
上 述 弹性 挡 抉 = do 正如 Kleccka 指出 的 那样 , 如果 雪线 从 与 切换 面相 初时 , 则 在 第 二 
Ph Poincare IE. E Poincare В АКА 是 不 连续 的 。 所 以 只 策 分 析 在 第 一 种 Poinoare 夫 
面 上 的 Poincare 映射 并 简单 地 把 它 称 作 Poincare 映射 ,进一步 把 映射 点 定义 为 振子 在 时 刻 
2 HISAR (mod To)。 所 以 ,Poincare 映射 的 光滑 度 等 价 子 振子 在 时 刻 ¿(mod To) 相对 于 
初始 状态 的 光滑 度 。 

设 v GO) 表示 状态 v CO 相对 初始 状态 vo TEREE DRED fO, 4) 对 于 » 是 
Жама, 由 于 :之 0, V CO 存在 , 且 分 段 满足 下 述 线性 扰动 方程 组 的 初 值 问题 ， 
则 有 


V= D.f(v,t)V 
У (15-139) 
V(O) = 1 
其 中 
Ox Jg Әх 
Zro Iyo дад 0 1 0 
а a а 
VO) = |dx ar 32| Dfe) = |E BÍ Sf 
т ду aa 
Jro ду» Fao 
0 0 0 
0 0 1 


为 研究 Jacobi SB BF V(r) 对 初始 状态 vo 的 连续 性 ,将 (15-131) 5 (15-139) 式 合并 为 一 
个 初 值 问题 
Y= (r,t) 


500) = 3, (15-140) 
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一 dz ду gz ду Ox, goy17 
其 中 = E 2z ду 2z ду. да, ix] 
Mi. 700 TO aus! длр Iyo’ Ayo’ Pao! даб 


vo = [zro yo ао, 1,0,0,1,0,0]7 


"n ду 8f д4 3f ду ду 
= у, ә, у", = + Б, > 
£00 = ло 22091 Jro Oy Ixo дуб 


2122 ,df ду ду If dx дуду , 227 
Qr Iyo ду дур’ доо’ dr да, дудару доу 


这 是 -- 组 在 切换 面 上 有 具有 不 连续 隆 的 分 段 的 微分 方程 , 因为 方程 (15-121》》 有 惟一 解 
Y(t) 用 方程 (15-129) 是 线性 的 ,所 以 方程 (15-130) KA vO) 显然 是 惟 — n8 SE E vC) 
对 于 初始 态 vo 总 是 连续 的 , 从 而 Jacobi SERE V (2) 对 初始 态 yo 也 是 连续 的 。 

结果 开明 , 尽管 振子 的 矢量 场 是 非 光滑 的 , Poincare 映射 对 振子 状态 及 控制 参数 是 光滑 
的 ,因此 , 当 在 控制 中 把 Poincare 映射 定义 为 振子 的 频 闪 采样 时 , OGY 方法 对 做 周期 强迫 运 
动 的 非 光 请 振子 的 混沌 控制 是 有 效 的 。 


15.8.3 ”在 控制 中 延迟 坐标 的 有 效 性 


在 设计 控制 实验 中 的 一 个 重要 问题 就 是 根据 现 有 的 硬件 和 实验 设备 , 选择 合适 的 测量 
方法 。 当 传感器 的 数目 或 获取 系统 数据 的 能 力 有 限时 , 阜 时 坐标 的 使 用 为 卖 征 动力 系统 的 混 
王 特 性 提供 了 - -个 简单 的 方法 。 

对 于 所 考 虞 的 作 辕 期 性 强迫 运动 的 非 光滑 振子 ,可 只 采集 位 秘 或 速度 , 甚至 加 速度 样本 
来 构造 一 个 2 维 延 迟 坐标 及 相应 的 Poincare BAT ПЕ LIRENE ВЕРЕ, WA 
易 证 明基 于 频 闪 采样 的 Poincare 映射 相对 延迟 坐标 及 控制 参数 是 光滑 的 , 因为 光滑 度 是 与 
相对 初始 状态 的 ~- 定 振子 状态 等 价 。 

如 果 用 延迟 坐标 从 振子 速度 z(u) 采 祥 ,就 需要 检查 Poincare 映射 的 光滑 度 。 一 种 简单 
的 方法 是 将 方程 (15-121) 对 时 间 : 求 导 , 并 研究 下 面 的 广义 微分 方程 

w= jw, 2j 


w(0) = wg 


(15-141) 


其 中 
w = [zx,y, z, z]! 


wo = [zos yos zos aa] 


2 
Ров) = [» e$ 50] 


这 种 微分 方程 具有 一 不 连续 的 失 基 场 ,因此 ,其 解 对 初始 状态 连续 ,但 不 可 微 ,同样 对 孝 
速度 <(z) 来 说 也 不 可 微 。 上 述 分 析 表 明 , 对 作 周 期 性 强迫 运动 的 非 光滑 振子 ,其 加 速度 不 能 
作为 进行 混沌 控制 的 测量 对 象 ,不 能 用 其 移 造 廷 信 坐 标 。 


15.8.4 ”混沌 控制 的 实验 


图 15-43 为 -一 含 弹性 约束 的 两 端 因 支 染 的 混 学 实验 枢 图 。 质 野 为 0.25kg 的 质 体 放 在 梁 
的 中 部 ,系统 的 固有 频率 为 10.07Hz, 阻 尼 比 为 0.03。 系 统 在 低频 干扰 力 作用 下 如 果 质 体 向 
上 的 位 移 超 过 1mm, 则 梁 的 运动 被 一 个 装 有 弹簧 的 弹性 挡 快 所 限制 , 弹簧 的 总 刚度 为 
8.03kg/mm, 
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由 于 系统 的 对 称 性 , 第 二 阶 固有 模 态 不 
能 被 激 起 , 第 三 阶 的 固有 频率 高 达 100Hz, 
所 以 该 系统 可 以 用 受 篇 谐 干扰 力作 用 的 分 
段 线性 振子 来 模拟 。 根 据 方程 中 的 换算 参数 
可 以 发 现 , 对 控制 混沌 这 一 共同 目的 来 说 ， 
调整 于 扰 力 的 振幅 相当 于 调整 挡 决 间 际 或 
梁 的 朵 度 。 为 了 以 较 低 的 代价 控制 混沌 , 用 
控制 参数 a 代替 振幅 , 该 参数 可 通过 在 数据 15-43 ” 混 沪 控制 实验 柜 图 
采集 系统 中 的 程序 控制 放大 器 进行 在 线 调整 。 

实验 开始 ,将 干扰 频率 у, 从 3.0Hz 调 至 8.0Hz, 干扰 力 幅 a 从 1.7kg 调 至 1.9kg 进行 扫 
描 来 检查 系统 的 动态 特性 ,图 15-44 是 一 fi = 4.0Hz 约 典型 分 岔 图 。 在 Poincare 截 面 ¿(mod 
To) 上 ,水 平 轴 代 表 振 幅 , 纵 轴 表 未 静态 位 移 。 图 中 显示 了 由 于 倍 向 期 分 岔 河 布 而 产生 的 两 


个 不 同 范围 内 的 混沌 运动 。 


04153 


zfmm 


0.0431 


170 a/kg 1.90 


图 15-44 Poincare 位 移 分 贫 图 fs = 4.0Hz 
实验 的 第 二 步 , 在 控制 参数 的 标定 值 a = 1.85kg, 注 意图 15-44 的 典型 混沌 运动 ,从 前 
面 的 分 析 中 得 知 , 为 了 构造 延迟 坐标 , 测量 和 采集 了 质 体 的 位 移 , 为 简便 起 见 , 用 术语 
"Pscudo 相 平面 ” 表示 在 下 文中 将 出 现 的 延 时 些 标 平面 .为 了 采集 基于 控制 混沌 运动 所 知 的 
数据 ,在 采样 率 Az = Те 时 ,采集 1024To 时 间 癌 陋 内 的 位 移 。 图 15-45 表示 在 延 退 坐 标的 
Poincare 截面 上 混沌 吸引 子 的 1024 个 交点 ,图 15-46 表示 在 Pesudo 相 平面 上 64 To 的 时 间 间 
隔 内 的 混沌 运动 。 在 这 两 个 图 中 , 时 间 延 时 + = 25At。 
第 三 步 ,借助 于 标准 的 递 推 曲线 , 从 已 采集 的 混沌 运动 中 抽取 某 -~ 周期 运动 , 对 距离 取 
最 小 值 


min} || ш, — usa |o Du usa 039, 1<;<4&1 (15-142) 
其 中 w,i < 1 是 在 Pseudo 相 平面 上 采集 到 的 系统 状态 ,6 JE— PUNTO ERU 848, 以 避免 重 
复 性 识别 较 低 周期 的 运动 。 因 此 可 成 功 地 采集 到 周期 为 To,2To.4To,6To 和 To 的 不 动 点 。 
已 经 选取 的 不 动 点 s(a) 在 所 抽取 的 不 动 点 内 是 稳定 的 , 所 以 用 最 小 二 乘法 来 估计 在 
Cupla), a) 上 的 Jacobi 矩阵 。 
J(uz(2),a) = [> Gn ur) ta ur) ][ 27 (a, - ир) ба, = up)" 
(15-143) 
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其 中 а, 是 Potncare 截 面 上 的 系统 状态 , 并 非常 接近 于 wg。 由 Jacobi 征 阵 可 得 到 特征 值 4 
及 特征 向 量 we。 


1.062 1 295 [É 


z(t+r)/mm 
ж( + т)/тип 


-2.909 


0 6525 


0.0999 0.3961 — 2.909 1.295 
z(:)/mm 


Hj 15-45 Poincare 截面 上 的 混沌 吸引 子 图 15-46 Pesudo 相 平 面 上 的 混沌 运动 

пеки, ЕЕ ут рер TETERE a 到 某 -新 值 , 比如 说 4 再 次 对 
位 移 采 样 ， ne 2 在 所 讨论 的 情况 下 , 用 在 第 一 步 &= 1.90kg 时 采集 
到 的 位 移 来 抽取 wp(&)。 

在 这 一 步骤 里 ,不 动 点 uela) 种 方程 (15-136) 中 的 矢量 p 均 在 控制 之 中 ,a = 1.85kg 
时 继续 进行 数据 测量 , 当 Poincare 截面 上 的 采样 状态 u, 落 入 半径 为 0.01mm ар(а) 的 邻 域 
内 ,并 激 起 由 方程 (15-136) 信 计 的 据 幅 扰动 .因为 当 up(a) 和 也 已 知 时 ,Aa 的 计算 非常 简 
单 ,振幅 能 在 1ms 内 调整 到 新 秆 。 这 样 ,振幅 的 控制 相对 于 0.25s 周期 的 简 谐 干 扰 力 激 振 是 
瞬时 有 效 的 。 图 15-47 及 图 15-48 分 别 代 表 了 周期 为 To 和 4To 的 稳定 运动 。 


-2.840 1.230 


zt/mm z(£)/mm 


15-47 T, 周期 的 控制 轨道 15-48 4T, 周期 的 控制 轨道 

综 上 所 述 , 如 果 遵 从 下 面 规则 ， 

1.Poincare 截 面 不 是 设置 在 任何 切换 面 .上 , 而 是 代 之 以 恒定 的 干扰 力 相 位 下 的 状态 子 
空间 。 

2. 描述 Poincare 映 射 的 是 标准 振子 状态 或 者 是 基于 位 移 或 速度 而 不 是 加 速度 的 延迟 坐 
标 。 

在 生产 率 简 谐 激 动 下 的 非 光滑 振子 的 混沌 运动 可 以 通过 OGY 算法 稳定 的 嵌入 在 混沌 
吸引 子 内 的 苇 稳 定 周 期 运动 上 ,实验 结果 证 实 了 上 述 结论 。 


яЯтаЖф Ж 15 48 25 6 + 31 + 287. 


计算 与 思考 


. 何谓 被 动 控制 ?何谓 主动 控制 ? 

. 非 线 性 隔 振 有 哪些 特点 ?在 什么 情况 下 可 采用 非 线 性 隔 振 ? 

. 试 述 非 线性 阻尼 减 振 的 机 理 , 举 出 工程 应 用 的 若干 实例 。 

. 工程 中 应 用 的 消 振 器 有 哪 几 种 , 娜 些 具 有 非 线性 的 特征 ? 

, 非 线 性 振动 系统 主 动 控制 的 策略 和 方法 有 哪 几 种 ? 

. 非 线性 转子 系统 主动 控制 的 主要 方法 有 哪些 ? 试 写 出 控制 过 程 的 参数 慢 变 和 具有 光 

后 特性 的 运动 方程 式 。 
7. 对 高 层 建 筑 的 风 震 , 如 何 实现 主动 控制 ? 
8. 试 述 海洋 平台 非 线性 振动 的 主动 控制 的 策略 和 方法 。 
9. 试 述 车 辆 悬 架 非 线性 控制 的 主要 方法 ? 
10. 试 述 温 学 运动 控制 的 方法 与 意义 ? 


CO c Ro ы 
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第 十 六 章 ” 非 线性 振动 的 利用 


16.1 振动 的 工程 应 用 及 其 发 展 


在 人 类 的 日 常生 活 和 生产 活动 中 ,人 们 往往 只 看 到 振动 带 来 的 危害 ,总 是 尽力 设法 去 消 
除 那 些 有 害 的 振动 , 而 对 如 何 利用 振动 往往 没有 足够 的 重 坑 。 事 实 上 , 在 生活 与 生产 过 程 中 ， 
几乎 任何 时 刻 都 离 不 开 振动 有 效 地 利用 振动 可 提高 生产 效率 , 改善 人 民 的 生活 环境 和 条 
件 ,使 振动 在 最 大 的 可 能 范围 内 为 人 类 造福 ,目前 ,振动 在 人 类 生活 与 工农 业 生 产 等 许多 方 
面 几 乎 是 一 种 不 可 缺少 的 环节 和 必要 的 机 制 。 因 此 ， 近 二 十 年 来 ,国内 外 的 科技 工作 者 对 振 
动 与 波动 的 利用 进行 了 大 量 的 和 有 成 效 的 研究 9 35, 29, 00 DU, Bm, 作物 种 子 采用 某 种 
射线 适当 处 理 , 可 以 在 一 定 程度 上 提高 作物 的 产量 ;在 医疗 方面 ,利用 超声 可 治疗 与 诊断 多 
种 疾病 ;在 工程 地 质 领 域 , 利用 振动 可 以 对 地 下 资源 进行 勒 探 , 在 石油 开采 工作 中 , 利用 振动 
哥 提高 原油 产量 ;在 海洋 工程 方面 ,海浪 波动 的 能 量 可 以 用 来 发 电 ;在 土建 工程 中 , RANE 
要 、 振 动 夺 土 .修筑 高 速 公 路 时 路 基 与 路 面 的 振动 压 实 ( 压 路 ) 与 振动 摊 铺 \ 以 及 浇灌 混凝土 
时 的 振动 的 图 等 ;在 冶金 、 煤 嵌 、 化 工 、 轻 工 、 机 械 、 电 力 、 食 品 加 工 等 部 门 , 广泛 应 用 振动 给 
料 .振动 输送 ,振动 舌 分 、 振 动 冷却 、 振 动 烘 干 .振动 破碎 、 振 动 粉 磨 和 振动 脱水 等 作业 过 程 ; 
在 电子 仪器 和 仪表 与 通讯 工程 方面 ,如 录音 机 、 电 视 机 \ 收 音 机 程控 电话 、 电 子 表 及 其 他 一 
些 通讯 设备 中 使 用 的 谐振 器 都 是 由 于 利用 了 振动 有 效 地 工作 :在 文化 娱乐 方面 ,几乎 所 有 乐 
器 都 利用 了 振动 或 波动 原理 。 由 前 面 举 出 的 一 些 例子 ,不 难看 出 , 振动 对 人 类 的 生活 和 生产 
是 何等 的 重要 是 ! 

利用 振动 或 波动 原理 的 系统 , 绝 大 多 数 是 属于 非 线性 振动 系统 ,这 些 系统 的 一 部 分 并 非 
是 主动 有 意识 地 或 积极 地 利用 非 线 福 振 动 。 面 另 一 部 分 则 是 积极 有 意识 地 利用 振动 或 波动 。 
只 有 在 非 线性 振动 的 工 况 下 才能 完成 其 工艺 过 程 ,或 者 是 仅仅 在 这 条 件 下 才能 有 效 地 工作 ， 
这 些 系统 利用 了 非 线 性 振动 所 其 有 的 本 质 特 性 。 本 章 将 通过 一 些 实际 例子 讨论 非 线 性 振动 
的 利用 。 


16.2 ”利用 复 摆 测定 摩擦 系数 


下 面 介绍 两 种 方法 ,第 一 种 方法 直接 利用 复 摆 摆 角 每 一 振动 周期 的 衰减 什 算 出 摩擦 系 
数 的 大 小 ;第 二 种 方法 利用 Froude 摆 的 工作 原理 对 摩擦 系数 进行 测量 与 计算 ,当然 后 一 种 
方法 更 为 准确 2.531。 


16.21 ”利用 复 押 测 量 轴 与 内 套 的 干 摩 擦 系数 


复 摆 在 摆动 过 程 中 , 由 子 轴 与 内 套间 的 摩擦 , 在 缺乏 外 部 和 内 部 激励 的 条 件 下 , ЖЕЛЕ 
逐渐 减 小 直至 停止 。 假 设 轴 与 内 套间 的 摩擦 为 与 速度 无 关 的 常数 , 则 复 摆 运 动 的 微分 方程 式 
为 
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Jj eM, — mglsing (16-1) 
xm ”J 一 一 摆 的 转动 惯量 ; 
m—— 摆 的 质量 ; 
1—— 摆 的 质心 至 悬挂 点 的 距离 ; 
M, 一 一 ERIE. 
摩擦 力矩 M, 可 表示 为 
M, = (mgosp + mig?) rf(g) (16-2) 


将 式 (16-2) 代入 式 (16-1), 得 
Jë = є(тҥсозр + mip’ )rflo) — mglsing 

由 于 摩擦 的 存在 , 当 摆 的 初始 摆 角 为 po 时 , 经 过 一 个 振动 周期 以 后 , 摆 幅 将 减 小 至 pi 
再 经 过 一 个 振动 周期 以 后 , 又 减 小 至 р, 每 一 振动 周期 , 摆动 幅 角 的 减 小 值 为 Ap = p,- 
or-le 这 一 数值 与 摩 撩 系数 的 大 小 有 直接 的 关系 , 并 根据 这 一 数值 计算 出 摩擦 系数 的 值 , 下 
面 将 说 明 这 个 关系 。 

设 滑动 摩擦 系 数 f( ç) 有 以 下 表示 式 

Р) = sgp (77 TT (16-3) 
f, фа 0 
RP /一 一 滑动 摩擦 系数 ,摩擦 系数 sgng 是 与 相对 速度 的 方向 相反 ,通过 实验 测 出 Ap, 
再 按理 论 公 式 计算 出 / 具体 的 数值 。 
下 面 将 找 出 Ap 与 了 的 关系 。 设 方程 的 一 次 近似 解 为 


р = acoso. (16-4) 
@ = 一 aw, sinod 
да __ 
" de ` ба 
Ce 
其 中 д, = >f 
P [> аф = 20 (16-5) 
1o au 
ce 一 一 —5B fo(acosp, — awosing)singdy 
2x 
neg zf folacosy, ~ awosing }cosyay (16-6) 


fo(acosp, — awosing) 


2 2 
= — mglacos + (mg — mg ÈE + mis! ulsin p) rf ~ awosing) + T mgla? eos) y 


将 非 线性 函数 代入 上 式 , 可 求 得 


каф 
ke = mgl n xU] 
228 . 2|1 eed) 
& = 5 = 2| mara ka (16-7) 
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BJ ИЕН DEF E, 振幅 是 衰减 的 , 其 方程 式 为 


d 4 
dora ai + ао) (16-8) 


根据 以 上 方程 可 作出 振幅 的 衰减 曲线 , 进而 可 算出 干 摩擦 系数 的 值 。 
16.2.2 ”利用 沸 洛 特 授 测 量 滑动 轴承 的 动 摩擦 系 数 


1. 轴 与 内 究 之 间 的 动 摩擦 系数 的 测量 

通过 摩擦 摆 试 验 可 以 测定 轴 与 内 套 之 间 的 动 谭 擦 系数 ,图 16-1 为 其 力学 模型 ,转动 轴 
上 的 外 套 及 摆 的 内 套 为 一 组 试 件 , 清 动 面 半 径 为 r, 摆 的 重心 至 转动 轴 心 距离 为 1。 当 轴 以 角 
ЖЕ n 逆 时 针 转 动 时 ,摩擦 力 将 带动 摆 偏 转 у 角度 。 


м(0) 


16-1 Froude fi 


жузе s ATO 0 
Jë = M, ~ mglsing — ulọ (16-9) 
式 中 。”J 一 一 摆 的 转动 惯量 ; 
т—— 摆 的 质量 ; 
M,—— ЖЛЕ; 
u-—— 空气 阻力 系数 。 
LI PLE HEEL) 
М, = (mgcosp + mig? )rf(Q — e) (16-10) 
ний /CQ - 9) 是 相对 速度 的 函数 ,将 式 (16- 10) fA GR (16-9), 8 
Јф= (твсозр  mig?)rf((Q— ф) — mglsing ~ иір (16-11) 
m О fer E sesi B kh Н РР КДН, E p= p= 0, 这 时 р = ро, WE 
РП) созро — /singo = 0 (16-12) 
E КО) = Lune) 或 fO) = 上 tango (16-13) 


由 此 可 见 , Te Sc SERE ЖЕЛКЕ AE AI SERT, 则 偏 角 ро 极 易 测 出 , 从 而 由 式 (16-13) 可 
计算 出 动 摩擦 系数 O) 的 值 , 改变 轴 的 转速 , 又 可 测 出 另 一 转速 下 试 件 的 动 摩擦 系数 。 
通过 大 量 的 试验 , 动 滑动 摩擦 系数 O) 有 以 下 表示 式 
fO) = a- b +e l ul + d) (16-14) 
式 中 abc,d 一 -系数 ,可 由 实验 确定 。 
2. 摆 在 静 平衡 位 置 邻 域 振动 的 情况 下 摩擦 系数 的 测定 
设 


Etat Җи е fl n 


F(Q- r) = A- B(Q— +) + C(Q - z) + D(Q - z 


将 式 (16-15)》 代入 式 (16-11), 有 
Jz+ [ul - (B - 2CQ0 - 3D Q) - (C + 3DQ) 9 Dz2]z - 
(A - BD + С + РО?) + mglsingo + mglcospoz = 0 
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(A - BQ+ СО + DP) «(B-2C0-3DO02) 3 (C + 300) z? - DB 


(16-15) 


(16-16) 


' (16-17) 


(16-18) 
(16-19) 
. 


(16-20) 


(16-213 


(16-22) 


(16-23) 
(16-24) 


(16-25) 


设 
4o=-(4A-BO+CQ+DD) + mglsingo 
Bo = ul — B - 2Cü — зро 
Co = C+ зра 
MJ 
Jz* (Bo — Coz + D22) z+ Aq + mglcosgo * r = 0 
Bp #+ + (Bo - Coz+ ругу DP ead ra =0 
式 中 o = тазга 
А A 
设 xi = КЕП + ох, 当 转 速 固定 时 4o 为 常数 , ДЕХ (16-19) 变 为 
Zi + whri = ЄК (лү, zi) 
eFGr h) == 于 (Bo = Coir + Deb n, 
式 (16-21) 的 一 次 近似 解 为 
23 = pocosy 
d 
E = epo eo 
Es = wg + eui po) 
其 中 
1 P> Yd 
eð, (9o) go = 一 Zah F(gocosd, — powosing )зїпф аф 
2x 1 А А . . 
=- ==, ~ FEF Bopowosing ~ Copiwgsin ó ~ Dpioisin y)singdy 
B 3D» ， 
= буто 可 
由 此 可 得 
d 3 
denim арн) 
对 上 式 积分 , 可 得 
= Po. —— 
p = -下 
2а, 3Do B. 
ей! + Gp, р (єз —1) 


由 式 (16-25) 可 看 出 , 当 角 速度 很 小 时 , Bo < 0, 当 角速度 大 时 , В, > 0, 
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є Bo >0 时 , 式 (16-25) PARERE ЖИ IU EST ECC, ME pg — 0, wo 是 渐 近 稳定 的 。 
38 Bo < 0, 即 低 转速 时 ,随时 间 的 增 大 则 有 


a |480. 
? = {зр (16-26) 


35 Bo = 0, ф = po NERESI, po 可 从 下 式 求 出 
Prax = Po + Фот Фаһ = Фо — Pol 
po = T (esa + Pan) (16-27) 
从 测试 仪表 上 可 以 读 出 pos 和 pmn 的 值 ,由 (16-27) 可 以 求 出 摆 的 平衡 位 置 时 的 偏 角 
po 代入 式 (16-13) 可 求 得 摩擦 系数 O) 的 值 。 


16.3 ”而 式 光滑 非 线 性 振动 条 统 的 利用 


16.3.1 ”增加 电磁 式 振动 机 振幅 稳定 的 措施 


对 于 一 些 在 共振 情况 下 工作 的 振动 机 械 ,往往 存在 振幅 不 稳定 的 缺点 ,例如 , rb Du 
给 料 机 、 近 共振 型 振动 输送 宙 和 共振 第 等 ,振幅 不 稳定 会 给 机 大 的 工作 性 能 带 来 不 良 影响 ， 
为 了 消除 前 述 缺 点 , 可 以 采用 具有 而 式 非 线 性 恢复 力 的 振动 系统 。 

为 了 消除 一 般 电 破 振动 给 料 机 振幅 不 稳定 的 缺点 ,有 的 科技 工作 者 提出 ,将 主 共振 板 弹 
移 的 两 端 轿 接 处 做 成 带 有 曲线 的 形式 , 随 着 振幅 的 增 大 , 板 弹 竹 的 工作 长 度 将 变 短 , 因此 , 弹 
竹 刚 度 随 振幅 的 增 大 而 增加 。 其 表示 式 为 


#01) = kx + Q(z,z) = 应 + kz + bx? + dz? (16-28) 
AF ”上 & 一 一 线性 部 分 的 刚度 ; 
/一 一 阻力 系数 ; 
b, d— W, 


电磁 振动 给 料 机 为 双 质 体 振动 系统 , 参照 图 16-2 的 力学 模型 图 。 


图 16-2 ”电磁 概 动 给 料 机 的 工作 机 构 及 力学 神 型 
该 机 的 运动 微分 方程 式 可 表示 为 
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тул F kri + k(z) = Fo + Fisnw,  Fssin2vt; — eQ (z, z) 
maza + karz ~ k(x) =- (Fo + Fysinw, + Fasin2yt2) + Q(z, x) (16-29) 
а= дусла £= U 
式 中 mu mz 分 别 为 质 体 1 和 质 体 2 的 质量 ; 
Kis h; E k— AUS ELE 1 和 质 体 2 上 弹 赞 的 刚度 及 两 个 质 体 间 的 弹 赞 刚度 ; 
xl z 和 x 一 一 分 别 为 质 体 1 和 质 体 2 的 位 移 及 两 个 质 体 的 相对 位 移 ; 


可 将 以 上 方程 写成 矩阵 形式 
Mx* Kx = F + eQ 
my 0 m 0 
M= [ 0 ME Г MI 
Au Ж &tk -k 
K- n МЕ [ -k "n 
_ i + F,sinw, + Fssin2vt; | 
С 1 (Fo + Еүзӊїпы ү + Ёузп2›;)1” 
О(т,т) 
g= n MUN (16-30) 
为 了 求 出 上 述 方程 的 解 , 先 将 方程 变换 至 主 坐 标 上 , 为 此 必 先 求 出 系统 的 两 个 固有 频率 
与 振 型 函数 。 由 以 下 代数 行列 式 可 求 出 两 个 频率 , 即 


£u 7 mue? LI ` 
"bs 0 (16-31) 
kn #ю 一 mae 
— bx JB -4 
wo = — <, a = mumn, b =~ (ти + mak), 
c = kuka- ki» kiz = kai = 1,2 
而 振 型 函数 可 由 下 式 求 出 
ku- mies, Ё 
Ol оц ца __ 12 ‚ d-12 
9 бй kiz kn- maeb C 


ARRIA SHE Ж ТЕ Ж — ELS ЭЙ ЖЕ BELT. TE | 25 EC ЭЙЕ ЯП RPSL PS CP. RU AA TF, 
可 设 方程 的 解 为 


yP zo = gP (апе + azsin2p2) 
上: = gP zo = df" (aising: + azsin2@2) (16-32) 
то = asing, + assin2@2, p, = vt, + 0, 
代入 原 振动 方程 中 , 并 化 简 , 得 第 二 主 坐 标 上 的 方程 
т(ї- x?’ zo) = Man * PG + Fysing + Fazrsin2g2) 
E 
m= туф? + жй, Fo =- Fo Fu =- Ёш, Fa = Fz 
(16-33) 
xk (16-32) 的 a 和 8 可 由 下 式 求 出 
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2 2 
da з - 33 Y Fa, Pocos / m (u + шз) 


de EE 

ад, (2) 1 0) 

а" eo) y + 5 5) Е,р,25п,/ ma, Civ + e) (16-34) 
pfs 


式 中 Waq зенан 和 等 效 加 有 频率 , 可 分 别 由 下 式 求解 : 
N Ma. o (a,, pi) p P sinig dg, 


{2) 一 
& zn; dv 


2 (16-35) 
oP =; -zal D есы a. фи) gp- cosip. dp, 


ЖЕЛЕ ШЕРГЕ = 0, 5& = 0 成 立 ,于 是 可 得 到 以 下 


方程: 
Pa [GO 9 — (92 + 40, Gy] = (Ga, ! 
8, = arctan( Go, Y! — (¿v )2) 278, P Ы ' 
RO = F, A) + Е„ф;® Й - 
(16-36) pm 


由 于 该 系统 为 硬 式 非 线性 系统 , 其 共振 曲线 与 线性 系统 有 
显著 的 区 别 , 由 图 16-3 可 见 , 当 频 率 或 阻尼 发 生变 化 时 , 在 亚 共 Bie ”而 式 非 绕 性 系统 
振 区 域 振 枉 稳 定性 明显 优 于 线性 振动 系统 。 与 线性 系统 振幅 稳定 之 比较 


16.4 ”分 段 线性 非 线性 振动 系统 的 工程 应 用 


16.4.1 ” 谭 式 对 称 分 段 线 性 的 非 线性 振动 系统 


有 些 弹性 连 杆 式 振动 输送 机 采用 硬 式 分 段 线性 非 线 性 振动 系统 , 其 工作 机 构 如 第 一 章 
中 的 图 1-5(a) 所 示 , 而 力学 模型 见 图 1-5(b)。 上 方 的 质 体 用 于 输送 物料 , 下 方 的 质 体 作 平 衡 
质 体 使 用 。 在 两 个 质 体 之 间 , 装 有 线性 弹 赞 和 带 间 阶 的 分 段 线性 的 非 线性 弹 赞 , 连 杆 头 部 装 
有 连 杆 弹 篷 ,平衡 质 体 下 方 还 有 隔 振 弹簧 ,按照 力学 模型 图 , 可 列 出 该 振动 系统 的 运动 微分 
方程 式 


mi + сүхү + crt (ko + k)z = korsinvt — Q(r,z) 


тул; + сл; — ci kyz — (ko + k)r =- korsinvt + Q(z,z) (16-37) 
z = zí - zz 
Ф лула HI z— Bü К 2 相对 于 静 平 衡 位 置 的 位 移 及 相对 位 移 ; 
mi, mz Bk 1 和 质 体 2 的 质量 ; 
心 转子 的 回转 角速度 ; 
r 偏心 距 ; 
&o 一 一 连 杆 弹簧 刚度 ; 
上 一 一 ВЕКЕ; 


ko ME т; 与 基础 间 弹 簧 的 刚度 ; 
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cly €2 57 zi 和 zz 成 正比 的 阻力 系数 ; 
Ө(т,х)—— 间 院 弹 管 与 线性 弹 筑 的 分 段 作用 力 : 
0， 当 -e<r<e 
Q(r,z) = iAcrt Ak(T —e), Š zr > e (16-38) 
\Аст+ ЛА(ж +e), ir < 
RP Ak— m AWARA; 
Ac 与 m1 PRERA SERO ER E КЕН 7] t s 
my ВЈ АК 18] 
Th P Zc 8] BECHER О BE АВЕС ВК, MIRER LEE, 在 一 次 近似 情况 下 ,振动 中 
онакав. 
方程 可 化 为 : 


тух + Cz+ cizi + К(тү-ох›) = korsinvt + eQ, 


mzz- Cx 0i; — К(хү- z2) + kora = — kgrsinwt + eQ; 
С=с+с, К = +Ë +E, (16-39) 
2 


ke = ko + Ë + arfa E - Lanzo.) ] 


e 
Ф. = arccos т 

上 式 中 ,ce 和 上 ЭЯ R ARTE EE I BO ER 7) RRA SE IEE „ХЕ, 非 线 性 作用 力 可 表示 

如 下 ; 


0, 当 -e<r<e 
£Q1 =- eQ; = ct kar +9- Aci- Ak(z — e), {х>е (16-40) 
—Acz- Ak(x e) 4х <-e 


上 式 可 写成 矩阵 形式 , 即 
MY + Cr+ Kx = F + eQ 


тү 0 a+c -cC [K -K 
«-[5 M c=[ mA к= (к ux] (16-41) 
[prim | Ы 
Foi new) 27 10, 
下 面 我 们 进一步 求 方程 的 解 。 


由 于 该 种 机 器 一 般 在 第 二 固有 频率 附近 工作 , 通常 我 们 按 下 述 方法 求 其 一 次 近似 解 : 先 
求 出 二 阶 固有 频率 及 振 型 函数 ,再 将 方程 转 找到 第 二 主 坐标 上 求解 。 : 
di = 
Ф200) = (K - miel UK = К/(К + ks 一 туш?) (16-42) 
mimo,- (К + а) ті + Kma]o + Kk; = 0, j= 1,2 
在 振 型 及 固有 频率 已 知 的 情况 下 , 设 
上 = pP ro = фу acosp 


хз = pP x. = фу acosg (16-43) 


хо = acosg, ф = о + 0 


fX (16-41) 式 可 得 第 二 主 坐标 上 的 方程 ; 
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2 А 
mo - vxo) = У), + У) E р, сози 
т. m (16-44) 


2 1 
m = mig + тур0, Ер = mor, Е;=0 


方程 (16-43) 中 a 和 8 可 由 下 式 求 出 : 


d að, P — SE р, cos0/ m (v + w) 
Ui (16-45) 


d = ш? —ь + DEn, sin0/ malv + w) 
р zl 


RP 8,0,0 i 有 频率 , 可 分 别 由 下 式 求解 
fe. o (a, р), P singdg 


Q 一 
2? = zm 
(16-46) 


eO = oa 一 zi Уо, oO (a, g) р, Эсозфӣф 


2кту, 
натен TS = 0,90 coz, ЕНГЕН E 
24200,0 — (y)?! 48,2 2] = ЕО 
9 = arctan( o, P — ›7)/2,8,® (16-47) 
EO = Eid? + E, p, 
Br PETT A) £ УНЕ I HL ERREUR EZ BO AR ы 


图 16-4 ннан 
图 16-4 反映 了 系统 硬 式 非 线性 的 特点 。 因 为 系统 的 实际 工作 频率 通常 略 低 于 系统 的 二 
阶 固有 频率 , 一般 取 工作 频率 ,= (0.85 — 0.95) o, 2? ,为 提高 计算 精度 , 可 以 按 下 述 方法 进 
一 步 求 系统 改进 的 一 次 近似 解 。 设 


х, = ó, 2 acosg + eu ÜP(a, p), ғ = 1,2 (16-48) 
(2) Q. (2) (а, g)e d. 
WD = i Dip MA Xe Э. ? P uma (16-49) 
Е m (а — n3) 


nF 


16.4.2 ” 软 式 不 对 称 分 段 线性 非 线 姓 振 动 系统 


在 工业 部 门 中 为 了 完成 所 需 的 工艺 过 程 ,往往 要 求 工作 机 体 有 一 定 运动 轨迹 , 在 选矿 工 
业 中 应 用 的 弹 稀 摇 床 ,就 是 根据 所 要求 的 运动 轨迹 而 设计 的 一 种 特殊 的 非 线性 振动 机 构 及 


A+A$ f jak 2 бяр H * 297. 


系统 ,图 16-5 表示 了 该 种 宙 械 工 作 机 构 和 力学 模型 。 由 图 可 见 ,该 机 由 两 个 振动 质 体 组 成 ， 
两 个 振动 质 体 的 左右 侧 分 别 安装 有 线性 软 弹 簧 和 工作 时 带 有 了 癌 朴 的 硬 弹 筑 , 使 质 体 产生 振 
ZIM SÉ SEC HE ИСНЕ РЕ T VUE 2 上 。 参 照 力学 模型 图 可 列 出 该 系统 的 运动 微分 方程 式 : 


ба) 


图 16-5 ИИТ MIRI SERI 
түтү + bizi + Ёл = ЕАО(=х, =) 


тї; + kiza- kar = тугу?созы — sAQ(z, z) (16-50) 
Z= zi- To X= 11-422 
—k(bg-b- z)- Ak(b + x) - (f + Af)z+ ka, x>- b 
= k(bo- b - x) - fitka, z<- 6 
(16-51) 


AQC, a) = 


x mi 和 ms 一 一 分别 为 质 体 1 和 质 体 2 的 质量 ; 
= 22 和 x —À 4H SIUS BUE LR BU 2 的 位 移 及 两 个 质 体 的 相对 位 移 ; 
mo 偏心 抉 质 量 ; 
偏心 转子 的 回转 角速度 ; 
偏心 距 ; 
Айй ka ЖИ 2 的 弹簧 的 刚度 ; 
Qt,z) 和 AQ(r,z) 一 分 别 为 非 线 性 作用 力 与 残余 非 线性 作用 力 ; 
6 一 一 静止 状态 下 硬 弹簧 压缩 量 ; 
by - 5 一 一 蔚 止 状态 下 软 弹 签 压 缩 量 ; 
上 和 AL 软 弹 簧 与 硬 弹 簧 的 刚度 ; 
f fl afy—— 软 弹 簧 与 硬 弹簧 工作 区 段 的 阻力 系数 。 

上 述 方程 为 二 自由 度 系 统 振动 的 运动 方程 式 , 可 按 上 一 节 的 方法 求 出 固有 频率 及 振 型 
函数 ,然后 将 方程 式 变换 到 主 坐 标 .上 ,再 按照 单 自由 系统 的 渐 近 方法 进行 求解 。 下 面 我 们 将 
用 较 简 便 的 方法 进行 分 析 。 由 于 上 述 方程 中 的 隔 振 弹簧 的 刚度 很 小 , 近似 计 和 外 时 可 以 略 去 。 
这 时 方程 可 写 为 


У 


r 


ma. kz = єАӨ(їх,т) 
miz- ker = mory cosyt — sAQ(z, z) (16-52) 


z= zl- za ФЕ 
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ж-—-җж——”2— Rs GR Bs 


ту + ma mi + ma 


mro kaz = &АО(х,х) + Eicosvt 
тул; kr = Езсоѕы ~ sAQ(z, z) (16-53) 
m = PET Srian Ebo deme E= mon? 
在 前 面 的 表示 式 中 直接 引入 了 等 效 刚度 , Н 85 28 Er RERET ERTE 
系统 将 非 线性 作用 力 表示 为 某 一 等 效 线性 恢复 力 和 残余 非 线性 恢复 力 之 和 , 即 
Q(x,z) = Ar 二 AQ x) 


ke L Q(acosp, — avsinpg)cospdg (16-54) 


“шм 
дО, 2) = QU. 2) - Kr 
下 于 弹性 力 的 不 对 称 性 , 柄 器 正常 工作 时 ,振动 中 心 对 原始 静止 位 置 将 偏 高 距离 2, 此 
值 可 根据 位 能 平衡 条 件 求 出 
六 ecoar=o (16-55) 


m TAk[a ~ (4 -= БР = k(bo - b + d)2a 
AF ”5o 一 一 软 弹 筑 与 硬 弹簧 预 压 景 之 和 , CERE В bo 一 
上 一 一 硬 弹簧 巴 压 量 。 
根据 力 的 平衡 条 件 :Ak6b = klbo- 5) 
bb 
m 6 ^ TAE 
由 前 式 可 按 下 式 求 出 d 


(16-56) 


Аа? + Ва + C = 0 


A=, Be-2[zÉM edis] с (а + 0дан (16:57) 


该 种 振动 机 在 近 共 振 情 况 下 工作 ,下 面 求 方 移 的 共振 解 。 按 相对 位 移 表示 的 运动 微分 方 
程式 的 解 可 设 为 


z =- d + acos( vt + @) = — d + асозф (16-58) 
XP a 相对 振幅 。 
组 Æ- eð, ha)+ 
40 i (16-59) 


de? wg ~ v + ewa) + 


EP Ao AANEREN AREA В 可 分 别 由 下 式 求解 : 


f^ AQota, g)singdg 


M "is 


EAE laíi-2 SIUE lsn2g.)} (16-60) 


[^ AQ (a, ф)созрар 


We @ 一 


pem 


LINE PARERA = 299. 


_ j: + la[: - FE + Lanze) ] 


m 


# = arcsin HË (16-61) 
在 定常 情况 下 由 于 有 和 = 0,90 = 0 成 立 ,于 是 可 得 到 以 下 方程 ; 
т2а?[ (о? ~ 2)? + 48/,2)] = E? 
8 = агсїап(ш,^ — 22/26, 
由 该 方程 可 得 到 系统 的 幅 频 响应 曲线 ,如 图 à 
16-6 所 示 。 图 中 图 线 反映 了 系统 软 式 非 线性 
的 特点 。 


(16-62) 


为 系统 的 工作 频率 通常 略 低 于 系 多 
的 二 阶 固 有 闫 率 , 一 般 取 v = (0.85 ~ e 


0.95) o, P APRAN Вт Ж 
非 线 性 振动 系统 , 其 目的 是 要 获得 不 对 称 的 
运动 轨迹 , 但 前 面 求 出 的 一 次 近似 远 只 有 一 8166 БИШ 
次 谐 波 成 分 , 即 其 振动 曲线 为 简 谐 形式 。 而 不 对 称 的 振动 系统 含有 较 大 的 二 次 谐 波 成 分 , A 
此 ,必须 求 出 高 次 谐 波 成 分 ,特别 是 二 次 谐 波 成 分 。 由 于 各 次 谐 波 合 成 的 曲线 呈 不 对 称 形 ,这 
种 曲线 可 使 床 商 上 的 物料 向 茶 一 方向 运动 。 

高 次 谐 波 可 以 按 下 述 方法 进一步 求 系统 改进 的 一 次 近似 解 得 出 。 设 


=, = acosp + suila, p) 


2х 
x=" £ Qola, p)e "dp 


T 
NECS e (16-63) 


лея 
将 Qo (а, р) RAER, 不 考虑 Е, (>) 的 影响 时 , 可 得 ， 
=, = g, )acosg + P - фәр. PERS 


* [Ckoicno 7 Eozc,a)eosng + узб codai — coo d,2)sinng] 


2 . sin(n —1)gg sin(n + D po 
En = nSPorsmagor 一 п—1 一 PEWI 
2 - in(n — 1). + De 
са = Z совроззїплро? -到 т 9 so T1 2 (16-64) 
а, Sn(n — Des, siola Den 
" 2-1 T п+1 
ар = sin(a – 1) Фо _ sin(n + 1) фо 
2 mn-l n+l 


根据 以 上 算式 可 算出 二 次 谐 波 成 分 的 具体 数值 , 与 一 次 谐 波 成 分 相 加 以 后 , 可 得 如 图 
16-7(a) 所 示 的 曲线 , 这 与 试验 测 得 的 曲线 (图 16-7(b)) 是 一 致 的 。 


16.4.3 ” 含 复杂 分 段 线性 的 非 线 性 振动 系统 
1. 振动 系统 方程 式 的 建立 


+ 300 - 非 纱 性 振动 理 沦 中 的 解析 方法 及 工程 应 用 


(а) 理论 曲线 《b) 试验 曲线 
167 ”理论 计算 得 的 振动 曲线 与 实际 16-8 ”惯性 式 共振 秒 示 意图 
得 的 曲线 的 比较 

由 单 轴 名 性 激 振 器 激 振 的 分 段 线性 的 非 线性 共振 短 属 于 这 一 类 系统 ,该 第 的 结构 图 如 
图 16-8 所 示 。 图 中 1 为 第 箱 ;2 为 平衡 质 体 ;3 为 偏心 块 ;4 为 导向 板 弹 赞 ;5 为 隔 振 弹簧 ;6 和 
7 J& E BIOS e 的 扩 胶 弹簧。 当 比 箱 的 质心 和 平衡 重 的 质心 靠近 , 支承 弹簧 刚度 所 引起 的 一 阶 
固有 频率 远 小 于 工作 频率 时 , 第 箱 不 会 出 现 明 显 的 摇摆 振动 。 在 这 种 情况 下 ,平衡 质 体 和 入 
箱 在 = 方向 和 y 方向 的 运动 方程 式 如 下 式 所 示 : 


Hie ЗВ звао 


mam, cnr kyr = Fosinwt 
2 


тоха сог- kzz + kyti = 0 (16-65) 
(mi + ту)уу + Азу = Focosyt 
式 中 
r= троха, Edda ур = у, F= mor 
ст -=&т&е 
мәз» e; & r Xe; 
cZ eX х < (16-66) 
kz -IEe 
fl) = z e < z < e 
(z е) + migsina — e; < z < °° 


式 中 my-— 平衡 质 体 的 质量 ; 


LELIZNELTILILLE| 301. 


m2 一 一 ЙН; 
mo 偏心 块 质量 ; 
大 (7) 一 一 非 线 性 阻尼 力 ; 
Fi x) ДЕВИ; 
ce 平衡 质 体 与 第 箱 间 的 下 弹簧 与 上 弹簧 之 阻力 系数 ; 
& RAT Ж ПИКЕ ТЖЕ ЕУ ИШ; 
el fi ey 平衡 质 体 与 第 箱 间 下 弹簧 与 上 弹簧 之 交际 ; 
kar WE Rs, ВАЗЕ x 方向 和 方向 的 刚度 ; 


=i 和 zz 平衡 质 体 和 系 钉 在 z 方向 的 位 移 及 相对 位 移 ; 
?1 和 ys 一 一 平衡 质 体 和 篇 箱 在 y 方向 的 位 移 ; 

Fo 一 一 ЖЕН; 

y 激 振 频 率 ; 

r 偏心 块 的 偏心 距 ; 

1 时 间 。 


当 不 考虑 种 箱 播 舞 振 动 时 ,该 系统 为 三 个 自由 诬 的 振动 系统 。 若 认为 非 线性 作用 力 为 弱 
非 线性 , 可 接线 性 系统 的 分 析 方法 将 上 述 方程 变换 到 主 坐 标 或 正规 翁 标 上 , 然后 可 按 单 自由 
的 源 近 方法 进行 求解 下面 将 利用 较 简便 的 方法 求 与 激 折 力 频率 相 接 近 的 共振 解 。 
2. 振动 中 心 的 确定 
由 于 该 系统 的 不 对 称 性 ,在 振动 过 程 中 振动 中 心 将 对 原始 位 置 , 即 原始 坐标 偏 移 一 个 距 
离 。 振 动 中 心 可 按 以 下 位 能 平衡 条 件 求 出 
Ге Аса = 0 (16-67) 


式 中 a 第 箱 对 平衡 质 体 的 相对 振幅 ; 
а—— 振动 中 心 之 坐标 。 
当 机 器 正常 工作 时 , d + a > ез, 10016-67) 进行 分 段 积分 ,可 得 
(&* — h')d2 + 2[(Е” +k Ja + (Бе 一 Rez)]d 十 


ГСВ" + &)a? + 2a (k'a — ker) - ("ed - Kei] = 0 (16-68) 
由 上 式 可 求 出 振动 中 心 d 
a= [( +k Ja + (be; Ее) + Еа? + AR (Ее, — kera + ЁК (ez ey] 
Е K-K 
(16-69) 
34 = ”时 ,可 上 让 下 式 求 出 在 
а= tt, Ba teten (16-70) 


2 `2а-(е- е) 
对 更 一 般 的 情形 , PIA BH DLHETTORRR, El 
0 0 <a, < е 
Са. Vay a <a, а" 
- LOI + k Ja, + (k'a — kez)] + 


Akkar + АЕ (k'a, — K'ez)a, + kk (ege): (#7 86) at < a, < o 
(16-71) 


+ 302 ， # җ, 1 жаз бф 66 LET ETT 


Be = RUNS Д 
0 О< а, < е 
a2] UE-4R* ааа бєз» 
e-4,2ag- erte) a 
2 la laea) 4 $99? 


3. 被 浙 近 法 求 方程 的 解 
下 面 利 几 较 简 便 的 方法 对 上 述 方程 求 强迫 振 动 解 .由 于 隔 振 弹 筑 刚 度 较 小 ,对 筛 箱 的 强 
追 振动 解 影响 很 小 ,计算 时 可 以 略 去 。 这 时 有 


mor 


Xi = у = a ,COSVE = у + m, 9 
(16-73) 
__ то 
а 77 ту mz 
式 中 ”ay 一 一 ?方向 的 振幅 。 
对 式 (16-65) 第 1,2 式 进行 简化 ,得 
mit feli) + fala) = у Еозіпиг 
(16-74) 
_ тутт 
~ mit m 
АФ m— IAR; 
x— — 相对 位 移 。 
x = d *a,sin(wt + B) = d + а,ѕіпф 
da, _ ) Fo N 
di 9.(а,) + mus + "Ed (16-75) 
sa- 0, Бо _ 
di 7^7 masla + ud 
式 中 的 等 效 阻尼 比 8, 和 等 效 固有 频率 w。 可 由 下 式 求 出 
2л 
© = Зина, А Сазовор dy 
0] (16-76) 
ш? = ы, fel assin )singdyp 
将 非 线性 作用 力 代 入 以 上 方程 式 , 可 得 
à OSa =< 
i| + Llasa +4 1-1 j еа, xa" 
2** niu A 1a. < 
yx 
б, = 1+5 
r| 5° + [аа + , 1-2 7 
аен L + L :- i] a" а, < oo 
2 E 


(16-77) 


try # 3 8 3 G +] Ж - 303 > 


РТИ OSa < е 
1 А 1 1 А 
„еа + arcsin у +” 1-1] ea <a, <a 
2 Í ГМ 
= = 16-7! 
et к адл -il- (16-78) 
UZ оен жт E 
“ 1,1 1 cac 
外 | arcsin = + 1-4 a" <a, < = 
2 ®2 РЯ 
ce c J 
т’ e. = m! 


在 定常 情况 下 , TORE ADARA 
В = arctan! - ER 
根据 上 式 可 作出 系统 的 共振 曲线 (图 
16-10)。 由 图 看 出 , ИЗИ ЖЕШ AIT, 共振 曲线 
分 为 线性 \ 软 式 非 线性 和 硬 式 非 线性 三 个 区 段 。 
按照 前 面 的 算式 , 相对 位 移 及 质 体 pE V 21600 Tames 
体 2 的 位 移 可 由 下 式 求 出 


r= zi - z2 = d +a,sin(wt + f) 


(16-79) 


2 
- wi 


= m. 1 z FEN _ 
mcd tL m (mias) + (mor)? — 2mia,marcos8 sm(vt + 8) (16-80) 
1 А 
x; =- - m тла)? + (mor)? + 2mianorcos8 sin(vt + B) 
38 8 = 0 时 , 则 有 
an 2728 LG 
Ti mit ma mi* m, 9M (16-80) 
s- — m) _ Pass t mor. 
7277 mima mima эши 
而 振幅 的 近似 值 为 
mza, — mor 
ағ = 


mi + ту 
(16-82) 
miax + mor 


"ES 
a2 mi + ma 
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含 滞 回 非 线性 作用 力 的 振动 系统 在 工业 部 门 中 有 广泛 的 应 用 。 例 如 用 于 压 实 松散 物料 
的 振动 成 型 机 , 压 实 土壤 或 砂 石 的 振动 奔 土 机 和 振动 压路机 等 ,它们 都 是 利用 振动 使 被 压 实 


+ 304 - } EX, Не 35 29 +Ë: P 65 SË зд x A 


ВЕ EB EU ЛИ ЧЕ = HE EUG ЗЕБ Ж. X A tt SE T ЖЛЕ ЖЕНДИ 2 Bj P= HE ЖЕЕ, 进 
而 使 物料 压 实 。 振 动 冷 轧 或 热 筷 钢材 或 有 色 金属 , 材料 本 身 也 必须 产生 塑性 变形 , 才能 完成 
扎 制 工作 。 伴 随 着 弹 塑 性 变形 的 发 生 , 在 位 移 与 恢复 力 组 成 的 直角 坐标 中 便 会 出 现 洪 回 的 恢 
复 力 模型 。 因 此, 只 有 利用 合 滞 回 非 线性 作用 力 的 振动 系统 才能 有 效 完成 物料 压 实 或 使 金属 
材料 产生 变形 的 工艺 过 程 。 

溃 回 非 线性 作用 力 有 多 种 形式 , 这 里 仅 举 出 - -种 较为 简单 的 平行 四 边 形 形式 , 如 图 
16-11 所 示 。 会 河 回 非 线性 作用 力 的 单 自由 度 振动 系统 的 运动 微分 方程 式 如 下 式 。 


| 
т En o pi m“ = 


图 16-11 тано но Е 
ту+ F(y, y) = Fosinvt 

k (asin — b) 0 =< < 
FG 3) = kG 28) (16-83) 


k(asinst + b) 
a 2261 


p = акай 
ЖН a 一 一 一 次 近似 的 振幅 ; 
上 一 一 倾斜 线 之 斜率 , 即 被 压 实物 料 之 刚度 ; 
6 一 一 折线 转折 点 之 坐标 。 
为 加 速 对 实际 工 况 的 逼近 , 可 取 非 线性 函数 等 于 等 效 线性 作用 力 加 附加 非 线 性 作用 力 ， 
Bp 
F(y,3) = cot key — ef(y, 5) (16-84) 
RF k—— 等 效 刚度 ( 按 第 三 章 中 的 方法 计算 ); 
£ 小 参数 ; 
f(y,3y) 一 一 非 线 性 函数 。 
因而 式 (16- 83) 可 表示 为 
myt cyt ky = fly. у) + eFosinvt 


klasin — b) 0< w < 
Рб.) = сесоѕы + k,sinyt 一 k(a — b) E «икс (16-85) 


R(asinvt + b) x— 4i vt < x 


下 面 我 们 来 求 方程 的 非 共振 解 和 共振 解 。 
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16.5.1 ”方程 的 非 共振 解 
对 以 上 方程 进行 以 下 变换 
у= r + Asin(wt — a) (16-86) 
代入 方程 (16-85), 得 
mi kr = eflx + Asin(vt - a)] — ecet 
+ e[Fosinv ~ (ke — mv? }Asin( st — a) — cwAcoslyt — a)] 


(16-87) 
设 方程 的 解 为 
x = acos(wot + B) = асозф 
da _ 1 [pgs | 
ж oc ада =- Li [, | ta, ,0)singdpdo (16-88) 
ае 


_ _ 1 2x р2ж 
99 = oot ewr = wo iu. fla, 0, 9)eosgdgd9 


式 о-ы, оо [Ë 


fola, 4,8) = f(acosp, — awosing, vt) (16-89) 
而 改进 的 一 次 近似 解 为 
х = асозф + ємү(а,ф,@) 


m 
«Gnd XE е 


U^ e 1 n 


заря 
wf (п0 + A f, Жа, p, 0)e (94046 
(16-90) 
由 于 阻尼 的 存在 , Ë h RIR RRI E REE, 对 工作 有 意义 的 是 方程 的 强迫 振动 解 
其 振幅 和 相位 差 角 为 


F. 
A= L -— e= arctan z = (16-91) 
等 效 线性 化 刚度 和 等 效 线性 化 阻尼 可 按 下 式 计算 
M 
M ` 2 25 28 (16-92) 
= ka b - - 
hl (26) [есу] 
16.5.2 ”方程 的 共振 解 
设 方 程 的 解 为 
у = асоз(м + 8) = асозф 
d Fo 
de 57 lada = у TTR (16-93) 


98 _ у Еа 
de = asfa)a - v + malos + "nid 
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є 


2x 
ó (a) = n f(acosp, — avsing)singdg 


pem 
ME | (16-94) 
оба) = wy 一 i, #Хасозф, — avsing)cospdg 
"IM 
将 式 (16-85) 的 值 代入 上 式 , 进行 分 段 积 分 , 即 得 
-2&8 | 6- а) ` 
" Á - 5 (16-95) 
a [ља . [a -2b -26 -2b 
„= [Еу a 528]. (e 226] fa- (z28)7] 
对 于 定常 傅 况 , ES L0, 38 = 0, 则 可 得 
а = -一 一 (16-96) 


(e? = 2)2 + 82 
事实 上 , 谐 回 过 程 是 物料 产生 弹 塑 性 变形 的 过 程 , BB ЕЕЕ SORS, 物料 压 实 过 程 完成 得 
,也 愈 迅 速 。 因 此 ,从 提高 工艺 效果 来 看 ,必须 采取 相应 措施 来 加 速 工艺 过 程 。 


16.6 自 汶 振 动 条 统 的 应 用 


在 工业 部 门 中 广泛 应 用 了 自 激 振 动 。 例 如 ,采矿 工业 中 应 用 的 气动 式 与 液压 式 涂 岩 机 与 
碎 石 机 ,早年 采 煤 用 的 风 锁 ,铸造 车 间 清 理 钴 件 的 风 铲 , 锋 造 车 间 使 用 的 兹 汽 锤 , 选 煤 厂 应 用 
By C25 7516 SEBEUCHL, 蒸汽 机 的 工作 过 程 也 局 于 自 激 振动 , 由 液压 阀 控 制 的 往复 油 包 或 活塞 
驱动 的 各 种 机 件 所 组 成 的 系统 等 在 光线 电 通讯 及 仪器 仪表 工业 部 门 ,如 光线 电路 音 机 和 电 
视 机 中 的 电子 振荡 器 ,各 种 仪器 仪表 中 广泛 采 
用 的 捧 荡 器 和 不 同形 式 的 波形 发 生 器 ,各 种 恒 
温 容 器 采用 的 开关 型 温度 调节 器 等 。 日 常生 活 
中 所 必需 的 手表 和 挂钟 , 依赖 潜 弦 演奏 的 各 种 
乐器 等 。 
` 下 面 举 出 两 个 例子 ,第 一 个 例子 是 气动 冲 
dins d dean con, 其 工作 原理 如 图 


16-12 所 示 。 由 图 订 见 , 活塞 运动 的 微分 方程 
ES] 16-12 ”气动 冲击 路 的 工作 原理 图 


2 А 
п бх = Papale) Еур - G+ Д) (16-97) 


式 中 m— ЖН; 
F, 和 F: 一 -气缸 后 室 与 前 室 的 有 效 面 积 ; 
ра) 和 zz(t) 一 一 气缸 后 室 与 前 室 的 压力 ; 
G— 活塞 重力 在 冲击 方向 的 分 力 ; 


[P] 一 非 线 性 作 用 力 , 如 下 式 所 示 


+$ HABRA ` 307 : 


zl R, 2x0 
A) = . (16-98) 
х = R, 1220 


式 中 R MR FERH. 
根据 以 上 方程 , 可 在 相 平面 图 上 作出 如 图 16-13 所 示 之 振动 曲线 。 这 表明 该 系统 能 获得 
稳定 的 周期 振动 .该 系统 能 否 获 得 稳定 的 周期 振动 ,还 必须 通过 稳定 性 分 析 。 
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图 16-13 Mhh EDES AER ' 
第 二 个 例子 是 电子 振 划 器 的 自 激 振 动 , 其 工作 原理 如 图 16-14 所 示 。 由 图 可 网 , 电子 振 
荡 器 电流 的 微分 方程 式 为 


CL- ait z+ к = 0 (16:99) 


式 中 C 一 一 振荡 器 回路 中 的 电容 ; E 
L—— аА 8 ЛЁ; . 
а 和 8 一 一 两 个 正 慎 的 常数 。 оа 


жй вй = = £= é Pm = (16-100) 
则 上 式 可 变 为 标准 的 瑞 雷 方程 р us 
i- "E de) жейт =0 ， .(16-101) 

将 上 式 变换 成 一 阶 方 程 组 , 则 有 " 
ЕНЕ e[s - hy?) - at (16-102) 

因而 相 平 面 上 轨 线 的 斜率 计算 式 为 

Чу ш [1 - A) -42 (16-103) 
根据 以 上 方程 , 可 在 相 平 面 图 .上 作出 如 图 16-15 所 示 之 曲线 。 这 表明 该 系统 能 获得 稳定 


的 周期 振动 。 
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В 1614 ”电子 振 范 器 的 工作 原理 图 图 16-15 ”电子 振荡 器 的 电流 波动 曲线 


16.7 带 有 冲击 的 非 线性 振动 系统 的 工程 应 用 


利用 冲击 来 完成 工艺 过 程 的 振动 机 械 有 蛙 式 夯 土 机 、 振 动 锤 狼 机 、 带 有 冲击 的 振动 落 砂 
机 和 振动 钻探 机 等 。 冲 击 式 振动 机 械 是 非 线 性 振动 机 一 个 特例 。 根 据 理 论 计算 与 试验 都 可 以 
证 明 , 冲击 情况 下 物体 姐 间 所 产生 的 加 速度 较 一 般 线性 振动 机 的 最 大 加 速度 大 几 倍 . 几 十 
倍 ,甚至 几 百 倍 。 利 用 冲击 可 以 产生 很 大 的 冲击 力 , 这 对 压 实 土壤 , 使 物体 产生 塑性 变形 、 岩 
石 发 生 玻 坏 或 碎 裂 、 促 使 甸 件 上 的 型 砂 疆 落 都 是 十 分 重要 的 。 

冲击 式 振动 机 械 可 由 弹性 连 杆 式 激 振 器 、 erCTh 
惯性 式 激 振 器 ,电磁 式 激 振 器 、 气 动 式 和 液压 式 —— 
激 振 器 驱动 。 它 弃 可 以 在 远离 共振 情况 下 工作 ， 
也 可 以 在 近 共 振 情 况 下 工作 。 

下 面 以 对 式 夯 土 机 为 例 来 说 明 冲 击 式 振动 
机 的 力学 特性 。 

图 16-16 表 示 了 峙 式 夯 土 机 的 工作 机 构 
这 种 机 颖 每 个 振动 周期 对 土壤 产生 一 次 冲击 ， 
还 往 前 移动 一 个 距离 。 > 

参照 第 一 章 图 1-8 可 写 出 夯 头 绕 о 点 摇动 1636 ВЗ л 
的 运动 方程 式 及 传动 部 机 座 移 动 的 方程 式 ， 

Јф = mire lsin p + ag + ф) — Gilicos(ag + 4) - Galzcoslag +  — 8) 


Si m ro^(- cosp + fsing) 
+ (Gi + GilolL[cos(ao + 9) + fsin(ag + 921 - fG (16-104) 


©, G = G, + G; + G; 


式 中 J— 夯 头 部 分 绕 轴线 o 之 总 转动 惯量 ; 
mi 和 偏心 块 质量 及 偏心 距 ; 
w 和 一 “分 别 为 偏心 块 回转 角速度 和 分 头 摆动 的 角速度 ; 
Gu 6, 和 G; 一 一 分 别 为 偏心 块 、 夯 头 及 电动 机 架 体 托盘 部 分 之 重量 
9 和 他 一 夯 头 摆动 角度 和 摆动 角 加 速度 ; 
一 一 移动 加 速度 ; 


J= a+ 


tat H 8 5 8 š 60 #| Hl * 309 · 


Ly La 和 1—— AIDS TEATAS BE ‚ЗУЛ; IE DE ЕШ K Ft AG BUD E TR 
mir zB: 


/一 一 底 架 与 地 面 摩擦 系数 ， 
9 一 一 偏心 块 回转 角 ,P = oro 
由 方程 第 一 式 可 以 确定 夯 头 抬 起 时 偏心 块 之 相位 角 pa 


sinfga + ао + g) = CHC У Ф) t Colacos(an + g 8) (16-105) 
mrw” ky 


根据 上 式 可 计算 出 起 始 摆动 角 pa T AH ЖН 3533638 ЕНЕ ЇН] PL SD Det ph Н D 
fü 一 一 抬 起 角 REAK КЕНЕН УН —— FEM e, = pat 9。 然 后 可 按 式 (16-105) 计 
算出 托盘 每 一 周期 走 过 的 距离 ,在 简化 的 情况 下 ,上 式 可 化 简 为 
Ix. pa = asin р, D = Zne (16-106) 
щщ D < 18, wu 无 解 ; 当 D > 1 时 , ps ЖЖ, RAAE, 其 运动 方程 式 为 
У) mM 9 mirollsin(g4 + zo + d) — Guiscos(ag + p) + Gatacos(ao + $ — 8) 
(16-107) 
因 等 号 后 的 co 与 W 相 比 较 小 ,近似 计算 时 可 用 平均 值 苦 代 , 或 略 去 .这 时 方程 可 写 为 
ев] (16-108) 
" 


singa = 


ф = Pr: h [singa — sing) + cosg,(p — pa) 一 1 EZ 
24 у = ОВТ, З SC BIS B E, ЕЗЕР T TE EHARA p = ф„, USO dE 
BAHO = pı- gua, 进而 可 求 得 gu 与 抬 起 角 4 的 关系 式 
nang, = — +Ë — Sing i (16-109) 
— 1 + LI 


对 式 (16-104) 积分 , WDR IB 383538 ТИ ООН SESS 


Јф = Gilocosp[ a созд) + sind 一 e] (16-110) 
而 冲击 力 可 按 下 式 计算 
2% Gr _ _ 
PUN wb UL (1 — eos0) +sing- 0] G6-111) 


RP Ar mintio 
ER, НЕ о 不 得 大 于 360°, ЇЙ от И, AT ERTER. 842 Н 
应 在 180* ~ 270" 范 围 内 选取 , HS fg pa 29 45° — 28°. 5X (16- 111) 机 器 的 工作 转 


数 可 按 下 式 计算 
.30 [Gosh - 
nc x $mgrsingg (16-112) 
根据 第 二 个 方程 ,可 以 按 下 式 确定 往 前 运动 的 起 滑 角 pe 


=— — — Singo —_ ; ] - 
cosg = de S ept бій (16-113) 


xm po ERA, нь = arctan fos 
进而 可 以 求 出 停止 滑动 的 请 止 角 o, 和 产生 每 次 冲击 机 器 所 走 过 的 路 径 。 


310 - 


非 晓 性 撒 劲 理论 中 的 解析 方法 及 工程 应 用 
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16-17 HER ga 与 抬 起 角 6 的 关系 
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В 16-18 
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16.8 ib Mab БЕЛЛ 


` 在 自然 田中 , 除 振动 外 ,各 种 形式 的 波 到 处 存在 着 , 例如, 水波 


蛙 式 夯 土 机 的 工作 机 构 和 力学 模型 


波 、 声 波 、 超 声波 、 应 力 波 、 电 


磁 波 和 可 见 光波 等 ,介质 在 波动 过 程 中 伴随 着 一 定 大 小 的 能 量 ,这 些 能 量 有 相当 一 部 分 是 可 


以 被 利用 的 。 例 如 ,海浪 可 以 用 来 发 电 ; 周 期 接近 等 于 24 小 时 的 潮 


而 能 量 十 分 巨大 的 波 ,这 种 波 也 可 用 来 发 电 , 目前 我 国 已 有 一 座 


汐 实际 也 是 一 种 频率 极 低 
投产 多 年 的 潮汐 发 电站 ;将 


振动 源 产生 的 振动 通过 应 力 波 传 盏 地 层 深 处 的 油层 , 可 使 油水 实现 较 好 的 分 离 ,进而 订 提 高 
原油 产量 ;光波 和 声波 的 用 途 比比 固 是 , 耻 处 可 见 ;超声 波 已 成 功用 于 油水 泥 台 ,进而 提 黄 航 


油 效率 。 实 路 证 明 ,使 用 经 混合 后 的 重油 用 于 燃烧 ,大 约 可 节省 和 


Ei 20% 一 30% PERI 


前 已 成 功用 于 医疗 和 结构 件 探伤 ;人 类 借助 于 电磁 波 实 现 无 线 电 通讯 ,传递 信息 ， 成 为 当今 
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ЕНКЛАВЕ; 36 ТЕ 30 SAT HE rh BS 9384 Ж -种 特殊 形式 
的 波 , 利 用 光纤 来 代替 通电 的 导线 , 其 应 用 的 重大 价值 是 无 法 伍 算 的 。 

严格 地 说 ,上 述 各 种 不 同形 式 的 波 都 是 属于 非 线性 的 , 只 是 在 近似 分 析 时 作为 线 竹 来 处 
理 。 下 面 讨论 振动 锤 直 杆 应 方 波 的 传递 过 程 。 直 杆 受 简 谐 力 的 作用 , 设 密度 olr), 弹性 模 量 
Е(х) 和 横 截 面积 A (с) 均 为 常数 , 则 沿 直 杆 传播 的 应 力 变 的 非 线 性 方程 式 为 


Pu 19584. ди Pu 
mida * (16-114) 


将 上 式 变换 为 
Žu _ u ди Pu 
Әх? аг? 25151 az? 
n (16-115) 
hmc £55 u(0,2,) =0, u(1, t1) = eFacosot, 
设 杆 截 面 的 振动 位 移 为 
и = su) tetur ti) + (16-116) 
通过 计算 ,可 求 得 
ui oosarisinoz 
ЕЕ? . iu 
из = "ыш [Lasin = sin2wr ) — {zeos2ar - — + одат) | 
(16-117) 


上 述 结果 对 于 w ле пи Ж ө ле | л 1 п, 即 对 于 主 共振 和 次 谐 波 振 动 是 不 适用 的 。 


16.9 ”频率 售 获 原理 的 工业 应 用 


频率 俘获 原理 在 自 同 步 振 动机 中 得 到 了 广泛 应 用 。 过 去 为 了 使 振动 机 械 上 两 个 激 振 器 
实现 同步 运转 , 通常 采用 一 对 速 比 等 于 1 的 齿轮 ( 作 反 向 同 转 ) 或 链 轮 ( 作 同 向 回转 》 实现 同 
25,60 年 代 发 明了 自 同步 振动 机 , 在 许多 振动 负 中 取消 了 齿轮 同步 器 :按照 频率 俘获 原理 ， 
在 两 激 振 器 用 两 台 感 应 电动 机 分 别 驱动 的 情况 下 , 实 屯 同 步 运转 , 并 使 振动 机 你 获得 所 要 求 
的 直线 运动 办 迹 或 圆 局 运动 轨迹 等 。 自 同步 振动 机 有 作 平 面 运 动 和 作 空 间 运 动 的 ,有 单 体 的 
和 双 质 体 的 , 有 作 同 向 回转 和 作 反 向 回转 的 振动 机 等 下 面 以 平面 振动 机 为 例 说 明 频率 俘获 
原理 , 即 振动 同步 原理 , 也 称 自 同步 原理 521。 

图 16-19 表示 了 平面 单质 体 自 同步 振动 机 的 工作 原理 与 力学 模型 。 

按照 力学 模型 图 , 可 建立 以 下 微分 方程 式 

ME* Kx = FQ) + eQ(x,x) (16-118) 


m 0 0 Más 0 Ук, т 
М= [ 中 K= 0 ME XM ， eb 
Md, уйы A10 kgLO ? 
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M 
Tk o 
m 
图 16-19 ” 官 同步 振动 机 的 工作 原理 图 与 力学 模型 
| 0 F 0 F sinu 
Cosvt 
FG) = F 0 F 0 N ‚ F = mn? 
- Fi, Fh Бы Fh sin(vt + Aa) 


cos(w + Aa) 


xm M AK- IRRE RET AIRE РЕ; 
x, F() fl Q— ВЕ, {ЖЛ p| BE FI ERE ТЕЛЕЕ; 
m 和 了 一 一 振动 质 体 的 质量 及 振动 质 体 绕 质 心 的 转动 惯量 ; 
£, TIR, —— 96 г 在 zx My 方向 的 刚度 ; 
la 712, — Ж i 支承 点 至 质心 在 x My KAZE; 
Lo 和 yo 一 一 激 振 器 :至 质心 在 z 和 ?方向 之 距 ; 


Аа 两 激 振 力 的 相 角 差 ; 
F—— ЖҰ; 
v— 激 振 频率 ; 


mo 和 r 一 一 偏心 质量 和 偏心 距 。 
为 了 求 出 方程 的 解 , 先 将 方程 变换 至 主 坐 标 上 , 可 击 以 下 方程 求 出 固有 频率 o, KRA 
函数 


9i? gi? ai? 
у= 0 VP P? (16-119) 
0 yP у? 


第 i 个 主 坐 标 上 的 主 质 量 、 主 刚度 和 主 激 振 力 为 


3 N b E 
m = Уут), ko mel. F = DIFA, Q = УО! (16-120) 
& = 


E 
而 第 , 个 主 坐 标的 运动 方程 式 为 


mgt kq = Fysinw + F,zcoswt + F,əsin(vt + Aa) + Fj,cos(vt + Да) (16-121) 


因而 方程 解 为 


LIE sk % ЕЕ ` 313 ` 


L [F sinn + Fzcosw  Fjasin(t + Aa) + Ешсозбы + да)1 


LE 
(16-122) 
ЮЕ Bris BB EI ES CRT ЕРА) 
з А 
L= 4Y math og (16- 123) 
“4 < 
拉 格 部 日 函数 在 一 个 周期 内 的 积分 , 哈密 顿 作用 量 可 由 下 式 表示 
2x 
Iz [ta (16-124) 
对 于 稳定 状态 1 有 一 个 最 小 的 不 变 值 ,数学 表达 式 为 其 积分 式 的 变 分 等 于 零 , 即 
2х 
а = F Ld (16-125) 


将 求 得 的 q Fig, 代 人 上 式 并 化 简 , 对 于 稳定 状态 的 相位 差 角 可 由 下 式 求 得 


3I FaFEs- FaFa 2 Fa F, = ЕЕ, 
3a ^ ЕЕ m sinda — 2) 5 A cossa = 0 
(16-126) 
直上 式 本 求 得 稳定 运转 状态 所 对 应 的 相位 差 角 为 
> FaFa FaFa 
cota = Be mi (16-127) 
EuFa PaPa 


£“ k - mu 
由 方程 (16-127) 可 求 出 两 个 对 应 的 相位 产 角 ， 使 了 最 小 的 相位 差 角 的 条 件 应 是 [对 Au 
的 二 阶 导数 天 于 零 , 即 


з 3 
5 = у) аа ЕЦЕ. - У) EP osAe > 0 (16-128) 
a mi — mj m т 
我 们 可 以 利用 计算 机 来 完成 . Cena. 


下 面 讨论 一 个 具体 的 例子 , 设 两 个 激 振 器 为 同心 , 月 装 于 机 体 的 质心 上 ,其 Las = Lo 
= 0。 若 设 弹簧 对 称 于 质心 安装 ,这 时 , 1„ = 0, L4 = - L2, 两 激 振 器 作 反 向 回转 .根据 以 上 条 


件 , 系 统 的 运动 方程 式 为 


Г" о) [е 0 Jte reet tmt + мә) | 
0 miy о Ба + ka y! = sinz + sin(vt + Ае) 


(16-129) 
以 上 方程 的 解 为 
2 

х = a,[cosyt + cos(vt + Аа)], a, = ысыр 
(16-130) 

= a,[— sint + заби + Да)], a 2 — 

y = a,l- sinit + si Oh wy 

5005 = ost, TRA 
2 0,2 

Ep 539 Чай —sinAe = 0 (16-131) 


Gol, — Yl = v2) 
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当 以 下 条 件 满足 时 , 同步 状态 是 稳定 的 。 


2I X2 wig — wig 
= Е SA. о 16-132 
даў vr Qul у) (ал - vL 9t > (16-132) 


EE, EF > > wro v D wyo Š оу > wo fT, Аа =0 的 间 步 运转 状态 是 稳定 的 ,反之 , 当 wo 
< wxo Ў, Aa = 180" 的 同步 运转 状态 是 稳定 的 。 
当 两 激 振 器 同 向 同 转 时 , 因为 式 (16- 132) 中 的 — snvt 229 sine, ERRA 
2 — „2 a 2 
ais - Zp? GÀ T esae > 0 (16-133) 
EEG, 仅仅 当 Аа = 180° 时 ,同步 运转 状态 是 稳定 的 , 此 时 ,机 体 的 振幅 为 过。 这 在 工程 上 是 
利用 自动 平衡 的 方法 , 使 系统 不 出 现 振动 或 减少 系统 的 振动 。 但 对 振动 机 来 说 是 没有 意义 
的 。 


16.10 分 贫 解 与 混沌 的 利用 


16.9.1 分 贫 解 的 应 用 


研究 非 线性 系统 分 岔 解 目前 已 引起 科学 技术 工作 者 普遍 重视 和 广泛 注意 。 在 非 线性 方 
程式 的 分 岔 解 中 有 一 些 可 以 被 利用 .而 有 一 些 不 可 能 加 以 利用 。 困 此 , 研究 分 岔 解 具 有 工程 
意义 ,例如 ,在 振动 输送 机 中 物料 的 运动 会 出 现 多 种 形式 的 分 命 解 , @О АН ЙЕ 2 倍 周 期 跳 
动 .3 倍 导 期 跳动 、n 周期 跳动 和 非 阅 期 跳动 等 , 从 这 些 分 贫 解 选择 最 为 理想 或 者 说 工艺 指标 
和 其 他 综合 评价 指标 最 佳 的 运动 形式 , 即 最 佳 的 分 贫 解 , 仍然 是 有 价值 的 研究 课题 。 


16.9.2 ”关于 混沌 运动 的 利用 


混沌 运动 的 特点 是 具有 帘 的 功率 谱 图 和 运动 轨 线 的 不 规则 性 及 其 他 相关 的 条 件 ,有 的 
科技 工作 者 试图 利用 这 些 特点 将 混 关 运动 应 用 于 工业 生产 中 ,例如 , 利用 冲击 消 振 句 振动 空 
穴 中 的 钢 球 的 泥 沌 运动 来 消除 能 床 鳃 杆 的 振动 ;在 振动 混 料 中 利用 多 种 物料 的 混沌 运动 来 
加 速 物 料 的 混合 ;再 如 有 人 曾 设法 研究 一 种 作 混沌 运动 的 振动 机 。 所 有 这 些 企图 利用 混沌 来 
完成 某 一 工艺 过 程 的 设想 , 最 根本 的 问题 是 要 看 该 种 设备 的 工艺 指标 及 其 他 评价 机 器 性 能 
的 综合 指标 是 否 优 于 同一 种 用 途 的 机 器 , 如 果 综 合 指标 优 于 后 者 ,那么 对 该 种 利用 混沌 的 机 
器 的 研究 是 成 功 的 , 否则 再 好 的 设想 也 是 无 济 无 事 的 。 

目前 ,混沌 已 开始 在 保密 软件 的 设计 中 获得 应 用 。 

此 外 ,由 于 一 些 非 线性 振动 系统 在 工作 中 会 出 现 有 害 的 不 稳定 振动 , 在 这 种 情况 下 , 设 
法 使 这 种 不 稳定 的 振动 过 滤 到 较 之 有 利 的 混沌 运动 ,这 自然 也 是 利用 混沌 运动 一 种 可 开发 
的 途径 ,但 是 否 还 有 比 泥 沌 运动 更 为 有 效 的 其 他 措施 ,这 仍然 是 一 个 值得 研究 的 问题 。 


计算 与 思考 


. 试 举例 说 明 非 线性 振动 的 工程 应 用 概况 。 

- 如 何 利用 复 摆 和 Froude 摆 测 量 轴 与 内 套 之 间 的 摩擦 系数 ? 

. 举 出 应 用 硬 式 和 和 坎 式 光滑 非 线 性 振动 特性 的 工程 实例 。 

. 举 出 分 眉 线 性 非 线 性 振动 系统 的 应 用 实例 ,并 写 出 它 的 运动 方程 式 。 


= ошо N on 


M$ ЖНА - 315 · 


5. # MAA E RER TL ERR ЭС, 并 写 出 该 振动 系统 的 运动 方程 式 。 

6. 举 出 自 激 振动 系统 的 两 个 工程 应 用 实例 ,并 写 出 该 振动 系统 的 运动 方程 式 。 

7. 带 有 溃 击 的 振动 系统 在 .上 程 中 有 广泛 的 应 用 , 举 出 两 个 实际 应 用 的 例子 。 

8. 举 出 非 线性 波 应 用 的 两 个 例子 , 并 写 出 它 的 运动 方程 式 。 

9. 频率 俘获 是 非 线 性 振动 系统 的 特性 之 一 , 试 说 明 频率 俘获 原理 的 工程 应 用 , 并 写 出 
同步 运转 的 条 件 及 同步 运转 状态 的 稳定 性 条 件 。 

10. 列举 混沌 运动 的 工程 应 用 实例 , 说 明 实 现 混沌 有 效 利用 的 最 基本 条 件 是 什么 ? 


‹ 316 · 非 线性 报 动 理论 中 的 解析 方法 及 工程 底 用 


D S Ó Q b G Ñ 


23 


24 


25 
26 


参考 文献 


包 戈 留 包 夫 NON , 米 特 罗 波 尔 斯 基 Y A. 非 线性 振动 理论 中 的 渐 近 方法 ,上 海 : 上 海 科学 
技术 出 版 社 ,1963 
米 特 罗 波 尔 斯 基 Y A. 非 线性 振动 系统 的 不 稳定 过 程 .北京 :科学 出 版 社 , 1958 
Nayfeh A H and Mook D T. Nonlinear Oscillations, John Wiley & Sons, 1979 
Nayfeh А H. Introduction to Perturbation Techniques, John Wiley & Sons, 1981 
Nayfeh A H. Problerns in Perturbatin, John Wiley & Sons, 1985 
安 德 罗 诺 夫 A A, 维 特 A A КФ C Z. 振动 理论 .北京 :科学 出 版 社 ,1981 
斯 托 克 本. 力学 及 电学 中 的 非 线 性 振动 .上 海 ;上 海 科学 技术 出 版 社 ,1950 
Minorsky N. Nonlinear Oscillauons, D. Van Nostrand Co. , Inc. , Princeton , New Jersey, 
1962 
ХИРЕ J P. 机械 动力 学 .北京 :科学 出 版 社 , 1956 
Hayashi C. Forced Oscillations in Nonlinear Systems, Nippon Printing and Publishing Co. , 
Osaka, 1953 
Hayashi Ch. Selected Papers оп Nonlinear Oscillations, Nippon Printing and Publishing 
Co. , 1975 
ЖЕНЕ ЗЕ} 5, 35 D, 小 韦 孚 W. TEF Bab RES ДЕЛ: A Бе ОЗИ IRSE, 1978 
马尔 金 EG. 非 线性 振动 理论 中 的 李 雅 普 诺 夫 与 邦 加 来 方法 .北京 :科学 出 版 社 , 1959 
哈 尔 克 维 奇 A A ВЖ. 北京 :科学 出 版 社 , 1959 
Tondl A.Some Problems of Self-Exited Vibratiopn of Rotors, Bedhovice, 1974 
Schmidt G and Tondl A. Non-Linear Vibrations, Akademie-Verlag Berlin, 1986 
巴巴 科 夫 N M. 报 动 理论 ,北京 :人 民 教 育 出 版 社 ,1963 
汤姆 下 W 工 著 . 振 动 理论 及 其 应 用 . 北京 :煤炭 工业 出 版 社 , 1980 
Hsu, C. S. A Theory of Cell-to-Cell Mapping: Amethod of Global Analysis for Nonlinear 
System. Springer-Verlag, 1987 
Hsu, C. S. A Theory of Cell-to-cell Mapping Dynamical System, ASME, J. Appl. Mech. 47, 
1980 
Metrovitch L. , Elements of Vibration Analysis, 1975 
YASUDA Kimihiko and YE Jianru. , А Nonparametric Identification Technique in Time 
Domain for Mult:-Degree-of-Freedom Vibratory Systems, JSME Int J., Ser. C, Vol. 36. 
No. 1,1993, p,9 
YASUDA Kimihiko and YE Jianrui, Proposition of an Improved Nonparametric Identifica- 
tion Technique for Nonlinear Multi-Degree-of Freedom Vibratory System, JSME, Int. ]., 
Ser. C. Vol. 36. No. 3, 1993, P288 
Bathe K J. and Wilson E. L., Numerical Methods in Finite Element Analysis, Prentice- 
Hill, New Jersey, 1976 
Harris C. M. and Crede C. E. Shock and Vibration Handbook, McGraw-Hill, 1976 
谷口 修 主编 . 振动 工程 大 全 .北京 :机 械 工业 出 版 社 , 1983 


参考 文献 : 317 ` 


27 


28 
29 
30 
31 
32 


33 
34 


35 


36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 


49 


50 
51 


52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 


WIE DU Вр. 非 线性 振动 概论 , ELI EST 1971, Ж 23 卷 ,第 2 一 5 号 ,力学 译 从 ,1974. 
5 

AVI SR, 西 原 功 修 . 非 线性 波动 .北京 :原子 能 出 版 社 , 1981 

井上 顺 吉 .机 械 力 学 .理工 学 社 ,1982 

下 乡 太郎 .随机 振动 最 优 控制 理论 及 应 用 ,北京 :宇航 出 版 社 , 1984 

ЖЕЖ, AL, ASTE GE 5, 林 一 夫 . 机 械 力 学 . 朝 仑 书店 , 1988 

Schmidt P. , Das Synchronisieren zweier Unwuchtruettler an Schwingmaschinen, Aufberei- 
tungs Technik, 1976, No.3 

Blehmann E. E. , Synchronization of Dynamical System, Science Press, 1971(in Russian) 
Blehmann E. E. , Synchronization of Nature and Engineering, Sience Press, 1981 (in Rus- 
sian) 

TRR, 堆 尔 曼 , 物 料 由 于 阻尼 和 质量 结合 对 振动 槽 运动 状 态 的 影响 .起 重 运 动机 械 ， 
1975.6,1976.1 Ë E (f + b), 1968,6 

MERER. 机 械 振 动手 册 . 北京 :机 械 工 业 出 版 社 ,1992 

届 维 德 主编 .机械 工程 手册 ,21 编 ,机 械 振 动 . 北京 :机 械 工业 出 版 社 , 1978 

ЖТ, ЖУ аа. 振动 与 冲击 手册 .北京 :国防 工业 出 版 社 , 1992 

胡 海 昌 . 多 自由 虚 结 构 固 有 振动 理论 .北京 :科学 出 版 社 ,1987 

冯 登 泰 .应 用 非 线性 振动 力学 , 北京 :中 国 铁道 出 版 社 , 1982.8 

朱 因 远 , 周 纪 卿 , 非 线性 振动 和 运动 稳定 性 .西安 :西安 交通 大 学 出 版 社 , 1992 

王 海 期 . 非 线性 振动 , 北京 :高 等 教育 出 版 社 , 1992 

丁 文 镜 . 工程 中 的 自 激 振动 . 长 春 : 吉 林 教 育 出 版 社 , 1988 

季 文 美 , 方 同 , 陈 松 其 . 非 线 性 振动 理论 在 机 械 工 程 中 的 应 用 .力学 学 报 ,1965.3 
Bor. 非 线 性 振动 . 天津: 天津 科学 技术 出 版 社 ,1983 

陈 予 总 , 庸 云 等 . 非 线 性 动力 的 现代 分 析 方 法 .北京 :科学 出 版 社 , 1992 

ЕРА, 梅林 涛 . 非 线 性 参数 据 励 系统 的 共振 分 叉 解 .中 国 科学 ,1990(9) 

PREFA, Langford W. F. ЗЕЕ Mathieu 方程 的 亚 谐 分 驻 解 及 欧 拉 动 弯曲 问题 .力学 学 


18, 1988,20 

ETA, 叶 敏 , ЖОЛ 3E dE ELTE Mathieu 方程 1/2 亚 谐 分 叉 解 的 实验 研究 . 应 用 力学 学 
报 ,1990(4) 

陈 予 恕 .旋转 轴 横 向 振动 和 其 能 源 的 相互 影响 .天津 大 学 学 报 ,1964.17 


际 予 恕 - 求 具 有 任意 个 准 循环 坐标 的 拟 线性 运动 方程 组 概 周 期 解 的 一 个 方法 及 应 用 . 力 
学 学 报 , 1965.3 

ВЕР 两 自由 上 度 分 段 线性 系统 的 一 种 解法 .固体 力学 学 报 ,1982(1) 

戴 德 成 . 非 线性 振动 .南京 :东南 大 学 出 版 社 ,1993 

戴 德 成 , 蔡 晶 . 非 线性 随机 振动 的 一 种 改进 的 非 高 斯 短 法 ,振动 工程 学 报 , 1989,2(2) 
郑 兆 昌 主 编 .机 械 振 动 .北京 ,机械 工 业 出 版 社 ,1980 

KKA. 非 线性 系统 动力 分 析 的 模 态 综合 技术 , 应 用 数学 与 力学 ,1983,1(4) 

ЖОБА, 谭 明 一 . 非 线 姓 系统 动态 响应 的 数值 计算 方法 ,应 用 数学 与 力学 ,1990 

徐 业 宣 , 张 芷 芬 . 具 间 走 和 负 阻 尼 自 激 振动 理论 及 应 用 .机械 工 程 学 报 , 1995.3 

RUE. 轧钢 机 中 自 激 振 动 问题 .振动 工程 学 报 , 1988(2) 


' 318 · IE R ШЕ и P H k Z. т.а А 


60 
61 


62 


63 


64 


65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
87 
88 
89 
90 
91 
92 
93 
94 
95 


徐 炎 宜 . 有 随机 常 系数 的 Rayleigh 方程 及 其 应 用 .上 海 力 学 .1983(3) 

Xu Y. Y., Self-excited. Vibranon with Random Coefficient, ASME Vibration Analysis, 
1989 

关 立 章 , bt 3. ERDIRA Е £ Er LOS EE ib Stat ЧЕЖЕ Н, ЛЕЕ. Ж 
津 :天 津 大 学 出 版 社 , 1992 

БЕЛУ Ж, 类 立 章 . 动 滑动 涂 擦 系数 随 相 对 速度 变化 规律 的 研究 , 非 线 性 振动 、 分 义 及 泥 
M. RE REKAAN, 1992 
黄 文 虎 , 陈 滨 , 王 照 林 .一 般 力学 (动力 学 ,振动 与 控制 ) 最 新 进展 . 北京 :科学 出 版 社 ， 
1994 

张 阿 舟 等 .实用 振动 工程 .航空 工业 出 版 社 , 1997 

HAT. 控制 理论 基础 北京 :清华 大 学 出 版 社 , 1986 

李 颈 . 强 非 线性 振动 系统 的 定性 理论 与 定量 方法 ,北京 :科学 出 版 社 ,1997 

黄 安 基 . 非 线性 振动 ,成 都 :西南 交通 大 学 出 版 社 , 1993 

Kreuer К. 闭 复 华 译 . 非 线性 动力 学 系统 的 数值 研究 , 上海: 上海 交通 大 学 出 版 社 ,1989 
陆 启 韶 . 分 贫 与 奇异 性 .上 海 : 上 海 科技 教育 出 版 社 ,1995 

林 锐 , k FAR, 黄 克 累 ,多 自由 度 非 线性 振动 系统 的 多 频 分 又 .数学 物理 学 报 ,1989.19 
RRE., 非 线 性 力学 的 浑 沌 现象 ,力学 进展 , 1984.15 

ЖИНА, 分 叉 、 混 治 、 奇 怪 吸 引子 ,清流 及 其 他 ,物理 学 进展 ,1983(3) 

李 继 彬 .混沌 与 Melnikov 方法 .重庆 :重庆 大 学 出 版 社 , 1988 

刘 甸 荣 等 .中 心 对 称 型 混沌 .力学 学 报 , 1992.4 

唐 云 .分 叉 理论 方法 及 在 化 学 反应 器 研究 中 的 应 用 .数学 的 实践 与 认识 , 1992, 3 

程 尝 庆 . 共 振 情 况 下 非 自治 系统 的 Нор! 分 叉 . 中 国 科学 (A), 1989, 10 
TRE 高 维 环 面 的 Hopf-Laudan 分 义 .应 用 数学 与 力学 ,1989,10 

江 俊 , 徐 健 学 .动力 系统 的 胞 化 积分 轨迹 法 . 振动 工程 学 报 ,1993,6(2) 

徐 健 学 ,强迫 范 德 波 振 莫 的 全 局 分 岔 的 过 渡 区 . 非 线性 动力 学 学 报 ,1998, 5(3) 

REE. 随机 振动 , 科学 出 版 社 , 1992 
季 文 美 , 方 同 , 陈 松 其 , 非 线性 振动 理论 在 机 械 工程 中 的 几 个 应 用 .力学 学 报 ,1965.3 
方 同 , 斑 真 .随机 振动 时 域 模 态 分 析 若 二 新 发 展 .振动 工程 学 报 , 1988, 1(2) 
庄 表 中 等 . 非 线性 随机 振动 理论 及 其 应 用 .浙江 大 学 出 版 社 , 1986 

周 传 荣 , 越 淳 生 .机械 振 动 参数 识别 及 其 应 用 ,北京 :科学 出 版 社 ,1989 

PIR, 何 穷 , 刘 正 兴 - 数值 计算 方法 , 北京 :中 国 建筑 工业 出 版 社 , 1991 

Tr, 华 宏 星 . 模 态 分 析 理 论 与 应 用 . 上海 :上 海 交 通 大 学 出 版 社 , 2000 

RHE, ЖОК, 徐 睁 .振动 理论 .北京 :高 等 教育 出 版 社 , 1985 

张 准 , 汪 凤 泉 .振动 分 析 . 骨 京 :东南 大 学 出 版 社 , 1991 

刘 坪 正 , 非 线性 动力 学 与 混沌 基础 长 春 :东北 师范 大 学 出 版 社 , 1994 

胡 海 岩 , 金 标 平 .基于 分 段 线性 吸 振 器 的 振动 半 主 动 控制 ,振动 上 程 学报 .1997.2 

胡 海 岩 .力学 系统 混沌 的 主动 控制 .力学 学 报 , 1996,26(4) 

胡 海 岩 .应 用 非 线 性 动力 学 .北京 :航空 工业 出 版 社 ,2000 

胡 海 岩 .分 段 线性 系统 动力 学 的 非 光滑 分 析 . 力 学 学 报 , 1996, 28(4) 


Haiyan Hu, Simulation Complexities in the Dynamics of a Continuously Piecewise-Linear 


参考 文献 “319. 


96 


97 


98 
99 
100 


101 
102 


103 


104 


105 


106 
107 
108 
109 
110 
111 
112 
113 
114 


115 
116 
117 
118 
119 


120 
121 


122 


Oscillator Chaos, Solitons & Fracals, 1995, Vol. 5, No. 11 
Haiyan Hu, Controlling Chaos of a Periodically Forced Non-smooth Mechanical System. 
Acta Mechanical Sinca, 1995. 11 
TERRE, 3 UBL, nb Ж. ЖЕ® ‚ЙЕ ОЛА ELT, e dd e Ln ETE RC. MERC: Ika T. h 
出 版 社 , 1989 
唐 驾 时 . 自 激 振动 系统 的 参数 识别 .振动 与 冲击 ,1991.1 
徐 油 玲 , 戴 涩 为 .人 工 神经 网 络 在 系统 辨识 中 的 应 用 . 自动 化 学 报 ,1991.17(1) 
杨 建 刚 , 戴 德 成 等 .利用 结构 化 神经 网 络 识别 振动 系统 非 线 性 特性 .振动 工程 学 报 ， 
1995, 8(1) 
顾 仲 权 , 马 扣 根 ,陈卫东 .振动 主动 控制 .北京 :国防 工业 出 版 社 , 1997 
Jin J.D , Bifurcations in a Two-Degree-of- Freedom Elastic System with Follower Forces, 
J. Sound and Vibration, V.126(2), 1988 
Jin J.D , Bifurcation Analysis of Double Pendulum with a Force, ]. Sound and Vibration, 
V.154(2), 1992 
Jin J. D. , Stabity end Bifurcations of a Double Pendulum with a Follower Force, АТАА, 
1989 
Jin J. D. , Stebity and Bifurcations of a Two-Dimensional Plate in Incompressible Flow, 


Aero-Hydroelasticity Developments and Applications, Seismological Press, 1993 

LEE, AIE, IEE. EGER VICES ЕИ ЕЛЕ os 25 yi .振动 工程 学 报 , 1997(3) 

郑 青 兵 , 备 光 ,考虑 非 线性 浊 动 时 裂纹 转子 的 分 叉 与 混 汪 特性 .振动 工程 学 报 ， 19970) 
陈 塑 赛 , 结 构 振 动 分 析 的 数值 方法 , 长 者 :吉林 科学 技术 出 版 社 , 1996 

张 阿 舟 .振动 控制 工程 .机械 工业 出 版 社 , 1989 

唐 水 杰 , 胡 选 利 , 戴 德 沛 .振动 主动 阻尼 控制 的 理论 及 策略 .振动 工程 学 报 ,1992(1) 
章 水 强 , 骆 振 黄 , 陈 之 炎 . 转 子 振动 主动 控制 评述 .振动 与 冲击 , 1991(4) ' 
Т. ЗНН .清华 大 学 出 版 社 , 1988 р 
T XR, 王 和 祥 . 主 动 减 振 技 术 述 评 .力学 与 实践 ,1984(6)》 

唐 永 杰 , 胡 选 利 , RET .振动 主动 阻尼 控制 的 理论 及 控制 策略 ,振动 工程 学 报 ,1992, 5 
(3) 
ЮЙ. Ж zh c d fi e Ke bj DU CAL T Sah T. AB231992, 3(3) 

章 永 强 , 骆 振 黄 等 .转子 振动 主动 控制 研究 评述 ,振动 与 冲击 .1991(4) 

柳 家 权 . 转 子 系统 振 动 主动 控制 的 自 的 及 对 策 .振动 与 冲击 , 1993(2) 

Watanabe, T. and Yoshida, Reduced-order Active Vibration Control for High-Rise Build~ 
ing, JSME Int. J. Ser. C, Vol 37, No. 3, 1994 

Fujino Y. and Sumpow T., Active Control of Cable and Cable-Structure System, JSME 
Int. J. Ser. C. Vol 39, No. 2, 1995 

Bic. RACE RE 57) БЛЕЗ 7) 55 .振动 与 控制 中 的 应 用 .科学 出 版 社 , 1992 

Toru WATANABE, Kazuo YOSHIDA. Reduced-order Active Vibration Control for 
High-Rise Buildings JSME Int.J Ser. C, Vol 37, No. 3, 1994 

Yozo FUJINO, Thumanoon SUSUMPOW Active Control of Cable end Cable-Structure 
System. JSME Int. J. Ser. C, Vol 38, No.2, 1995 


< 320 ， +} 8 T Ж 39 SS k fP 66 SÉ EE 


123 


124 
125 


126 


127 
128 
129 
130 
131 


132 


133 
134 
135 
136 
137 
138 


139 
140 
141 
142 
143 
144 


145 
146 


147 


148 


149 


150 


KLR, Ж fcd ЯНГ S Ex RR rh pr T ЖЕ Ё ДЕЛУ НЗ. ЄЛ: ЖЫШ 
版 社 .2000 

陈 关 容 .控制 非 线性 动 方 系统 的 混沌 现象 .控制 理论 与 应 用 ,1997,14(1) 

Chen G, Dong X, From Chaos to Order-Perspectives and Methodologies in Controlling 
Chaotic Nonlinear Dynamic Systems. International Journal of Bifucations and Chaos, 
1993.3 

Kapitaniak T, etal., Controlling Chaos without Feedback and Control Signals. Interna- 
tional Journal of Bifurcations and Chaos, 1993.3 

I UG, 顾家 柳 , 夏 松 波 , 王 正 . 高 等 转子 动力 学 . 机械 工 业 出 版 社 ,2000 .2 

EHE, ПЗЕ, 张 纯 字 , 机 械 振动 学 . 冶金 工业 出 版 社 ,2000.2 

TAE, 刘 凤 想 .振动 机 械 的 理论 及 应 用 .北京 :机 械 工 业 出 版 社 , 1982 

EAE, КЖК, Hoe. 振动 与 波 利 用 技术 的 新 进展 . 沈阳 :东北 大 学 出 版 社 ,2000 
ВИЕ, П Ж, Гл. 振动 机 械 的 理论 与 动态 设计 方法 . 北京 :机 械 工 业 出 版 社 ; 
2001 

EHE, 3o URL, ЖЛ. $6 zh 6, Besi БЫЛ, IR A EIL Ek HS REC. 北京 :化 学 工业 
出 版 社 , 1989 

图 邦 棒 , 赵 春雨. 机 械 系 统 的 振动 同步 与 控制 同步 ,振动 工程 学 报 ,1997.3. 

闻 邦 榨 . 激 振 器 偏 移 式 自 同步 振动 机 运动 规律 的 研究 . 应 用 力学 学 报 ,1987.4 

HHE, Ж, 王 东 ,转子 系统 变 刚度 主动 控制 的 非 线 性 特性 的 研究 .机 械 强度 ,1995.3 
HFE ,振动 的 利用 及 各 类 振动 机 械 的 力学 特性 .机 械 强度 . 振动 专辑 , 1078.7 

闻 邦 椿 ,在 直线 振动 机 上 物料 运动 的 基本 特征 及 参数 选择 .起 重 运 输 机 械 ,1974 

闻 邦 椿 ,共振 输送 机 与 共振 筛 的 动力 学 特性 及 改善 其 工作 性 能 的 措施 . 起 重 运输 机 械 ， 
1975 

闻 邦 椿 .共振 乌 的 动力 学 参数 的 选择 与 计算 .矿山 机 械 , 1974 

闻 邦 椿 , 关 立 章 .平面 单质 体 自 同步 振动 机 的 同步 理论 . 东北 工学 院 学 报 , 1979.2 
HHE, 关 立 章 . 空 间 单质 体 与 双 质 体 自 同步 振动 机 的 同步 理论 .东北 工学 院 学 报 , 1980. 1 
ЕТЕ, ЖН. 振动 同步 传动 及 其 工业 应 用 .机 械 工程 学 报 , 1984.4 

闻 邦 楼 .新 型 离心 机 工作 参数 的 合理 选择 .矿山 机 电 , 1959.4, 1959.6 

闻 邦 棒 , 丁 炮 武 .惯性 圆 欠 破 碎 机 的 构造 与 计算 ,选矿 文集 ,北京 :冶金 工业 出 版 社 ， 
1960 

疗 邦 楼 .共振 得 的 构造 及 其 理论 的 若干 问题 , 选矿 文集 .北京 : 治 金工 业 出 版 社 ,1960 
疼 邦 椿 , 宜 惠 群 , 嘉 艺 ,能 万 里 .具有 慢 变 参数 的 非 经 性 转子 系统 的 动力 学 特性 , 哈 尔 演 
工业 大 学 学 报 ,1998 年 增刊 

HRE 02), 能 万 里 , RER. 含 慢 变 参数 的 非 线 性 系统 的 振动 特性 . 非 线 性 动力 学 
È, 1998.6 

图 邦 椿 , 李 以 农 , 韩 清 凯 ,能 万 里 . 含 非 线 性 惯性 力 的 振动 系统 的 强迫 振动 .工程 力学 进 
展 ,北京 大 学 出 版 社 , 1998 

Ж, 李 以 农 .振动 利用 工程 的 近期 发 展 及 展望 ,院士 展望 21 世纪 .上 海 科学 技术 出 
版 社 ,2000 年 6 月 

AI, 李 以 农 , 何 京 力 .波及 波 能 利用 技术 的 最 新 发 展 .振动 工程 学 报 ,2000 年 1 期 


参考 文献 : 321. 


151 
152 


153 


154 


155 


156 


157 


160 


161 


162 


163 


164 
165 


166 


167 


168 
169 


闻 邦 棒 , 赵 春雨 , 宋 占 伟 . 机 械 系统 的 振动 同步 .控制 同步 ,复合 同步 . 工程 设计 ,1999.3 
FORES, XUI, 李 以 农 . 非 线性 振动 的 利用 及 其 发 展 . 见 : 邮 郑 榨 等 主编 , 振动 与 波 利 
用 技术 的 新 进展 , 沈阳 :东北 大 学 出 版 社 ,2000 

Wen B. C., Li Y. N., Нап Q. K. and Zhang H. Some Nonlinear Dynamic problems in 
Process of Vibrating Compaction, The Proceedings of 10th World Congress on ToMM, 
1999, Oulu, Finland 

Wen B.C., Some Nonlinear Vibration Problems in Mechanical Engineering, Proceedings 
of Asia-Pacific Vibration Conference, Melboune, Australia, 1991 

Wen В.С. , Vibratory Synchronization and Controlled Synchronization in Mechanical Sys- 
tem, Proceedings of Asia-Pacific Vibration Conference, Kuala Lumpur, Malaysia, 1995 
Wen B.C. and Ji S. Q. , Forced Oscillations of Nonlinear Systems with Impact, Dry Fric- 
tion and Sectional Masses, Proceedings of the 9th Inter. Conf. on Nonlinear Oscillations, 
Vol. 3, p. 58-62, kiev, USSR, Naykova Dumka, 1981 

Wen B C. and Duan Z.S. , Study on the Nonlinear Dynamics of Self-Propelled Vibrating 
Machines with Rocked Impact, Proceedings of 10th Inter. Conf on Nonlinear Oscilla- 
tions, P. 798-801, Varna, Bulgaria, 1984 

Wen B. C. and Wang Y. B., Theoretical Research, Calculation and Experiments of 
Cracked.Shaft Dynamic Response, Proceedings of Inter. Conf. on Rotating Machinery, 
Edinburg, U. K., 1988 

Wen B.C., Wang D., Yuan Y., Study on Nonlinear Characteristics of Changing За 
ness Active Control of Rotor System, Proceedings of World Congress on Machine Theory 
and Mechanisms, Milan, Italy, 1995 

Wen B.C., Wu W. Y. , Dynamic Characteristics of the Rotor with Axial Vibration. Pro- 
ceedings of Internationa) Conference on Rotor Dynamics, Tokyo, Japan, 1986 

Wen B. C., Tang B. X. and Wang Z.J. , Dynamic Model, Experiment and Case Study of 
2 Cracked Rotor, Proceedings of the Asia-Pacific Vibration Conference ” 95, Kuala 
Lumpur, Malaysia, 1995 ' 
Wen B.C., Zhang Y.M. and Liu Q. L. , Response of Uncertain Nonlinear Vibration Sys- 
tem with 2D Matrix Functions, International Journal of Nonlinear Dynamics, 1998.1 
Ж, WER, MAE FERE Fe p PHA BL ALIE Ж SEL: o GE FE зв T 
学 报 ,1989.3 

RA WER, MAE. 动力 系统 的 胞 映射 -点 映射 综合 法 .振动 工程 学 报 , 1997,4 
RF, WER, MAH. 098 vn der Pol 振子 的 吸引 子 和 吸引 域 . 非 线 性 动力 学 学 报 ， 
1996.9 

文成 秀 , MIH. ЖОН van der Pol 方程 的 全 局 稳定 性 , 非 线性 动力 学 、 振 动 与 稳定 性 . 
中 国 科学 技术 出 版 社 , 1995 

XRF, MEZ, MHE, 富 文敏 . 分 段 线性 振动 机 械 周期 运动 稳定 性 研究 .机 械 科 学 与 
技术 ,1997.2 

RF, WER, 闻 郑 槽 .动力 系统 胞 映射 -点 映射 法 及 其 应 用 .东北 大 学 学 报 ,1997.2 
же, вка, НЯ ЗВАНЕ е ВНЕ НЯ. ВЕЙ, 1997.1 


322 · 非 线 长 报 动 理论 中 的 解 折 方法 及 工程 应 用 


181 


182 


183 


184 


185 


186 


187 


жй, Ж, j ЕЁ. 胞 变换 绘图 方法 研究 .矿山 机 械 ,1992 

WER XEF, IAH, 闻 郑 椿 .分 段 线性 非 线 性 振动 机 械 周 期 运动 的 分 岔 . 非 线性 动 
力学 报 ,1998(9) 

Wen C. X. and Wen B. C. , Global Stability Analysis of Nonlinear System with Piece-wi&e 
Linearity Using Cell Mapping Method, Proceedings of 11th Inter. Conf. on Nonlinear Os- 
cilations, Budapest, Hungary, 1987 

Wen C. X. and Wen B. C. , Property of Attractors and domains of Attraction in Forced 
Van der pol Oscillations, Proceedings of Inter. Conf. on Structural Dynamics, Vibrations, 
Noise and Control, Hong Kong, 1995 

Wen C. X. and Wen B. C. , etc. Bifurcation in Nonlinear Mechanical System with Piece- 


+ wise Linearity, Proceedings of Inter. Conf. on Vibration Engineering, 1998, Dalian, China 


EUR, ERE AE, УЯ Ж, BI ЖЕШ 惯性 振动 圆锥 破碎 的 新 工艺 及 动力 学 分 析 . 黄金 ， 
1997(4) 

EUR, SEES, БЕ. — ЖАЛ ФК {0 EOS AE RER Ж Z St. 
(6):16-18 

FAR, MIIR, E EL SE ЕИ п] # ЖЕ RRRA. JC. Н] ЭБЕ A 3 
编 .振动 与 波 利 用 技术 的 新 进展 , 沈阳 :东北 大 学 出 版 社 ,2000 

EUR, 0, WRR. 利用 波动 信息 识别 结构 缺陷 的 研究 . 见 : 闻 邦 梭 等 主编 . 振动 
与 波 利 用 技术 的 新 进展 , 沈阳 :东北 大 学 出 版 社 , 2000 

EUR, MIR, 李 亮 志 . 可 控 振 源 振动 采油 机 理 及 实验 研究 . 振动 与 冲击 ,2000{(3) 
Li Y.N. and Wen B. C. , Study on Dynamical Characteristics of Vibrating Cone Crusher, 
Proceedings of International Conference on Mechanical Transmissions and Mechanisms, 
Tianjing, 1997 

Li Y. N., Rui Y.N., Yuan Y., Wen B. C. and Zhao Y., Fuzzy Changing Stiffness Ac- 
tive Coritrol of Vibrating System of a Centrifuge Rotor, Proceedings of the 3rd Chinas 


[^ 


Ë DUK SE SER , 2000,23 


Ht 


Japan Conference on Filtration and Separation, 1996 

Li Y.N., Wen B.C. etc Impedance-based Technique and Wave Propagation Mesurement 
for Non-destructive Evaluation, Proc. of Inter. Conf. on Vibration Engineering, 1998, 
Dalian, Chian 

Li Y.N., Wen B.C, etc. Study dn Dynamic Characteristics of the Slow-changing Process 
in Intelligent Structure, Journal of Shock and Vibration, 2000.3 

ТА Y.N., Wen B.C. and Zhang T.X., Study on the Mechanism of Using the Controlled 
Hypocentre with Super Low-Frequericy to Extract Oil with Vibration, Proceedings of A- 
sia-Pacific Vibration Conference '97, Korea, 1997 

Li Y.N.,Lin Mi. Bifurcation and Chaos in Gear — pairs System with Piecewise Lineari- 
ty, Proceedings of the Int Conf. on Mechanical Transmiésions, , Chongqmg, China, 
2001 

刘 树 英 , 韩 清 凯 , DEED ЖЕМЕНЕИ LR F| Б) BHEE PEA y 20 J РЕ. VI 
械 工 程 学 报 ,2001(6) ' 

ЖИ, ЖҮЛ. Ba k: ЕР EAM IHR IR ЕЛШЕ ЕЛЕЕ, 19880) 


£ ЖХ 13237 


188 


189 
190 


191 


192 


193 


194 


195 


196 


197 


198 


199 


200 


201 


202 


203 


204 


205 


206 


207 


208 


RRR, KYE. 非 线性 自治 系统 周期 解 的 直接 数值 解法 . 沈阳 建筑 工程 学 院 学 报 、 
1989(2) 

喜 惠 群 .发 电机 转子 非 线性 振 葛 分 析 . 沈阳 建筑 工程 学 院 学 报 , 1989.4 

ORBE, SERO, ARE. AARE EA ва ЕТЕ JU GL FL APT. 
非 线 性 动力 学 学 报 , 1999.3 

ORBE, PAI RUE. 具有 非 线 性 滞 问 特性 的 振动 系统 的 稳定 性 及 分 贫 行 为 分 
Ar . 非 线性 动力 学 学 报 ,1999.3 
ЖШ, MAE. 转子 一 定子 机 计 系 统 局 部 碰 夫 的 分 又 与 混沌 行为 研究 . ЧЕЗ S CRT 
用 技术 的 新 进展 , 沈阳 :东北 大 学 出 版 社 ,2000 

хив, MIRE, 李 鸿 光 . 非 线性 转子 局 部 碰 岸 故障 的 分 叉 与 混 鲈 行为 . 东北 大 学 学 
18, 2000(6) 

Yuan H Q. , Wen B C. , Study on the Stability and Bifurcation Behavior of the Vibration 
System with Nonlinear Hysteresis Properties, Proceedings of Inter. Conf. on Vibration 
Engineering, 1998, Dalian, China ' 

Yuan H Q., Wen B C., Li H G., Study оп Bifurcation & Chaos Bihavior of the Rotor 


”with Local Rubbing, Proceedings of the ’99 Asia-Pacific Vibration Conference, 1999.12, 


Singapore 

KAR, AU. ИН ШИЛ. ФСБ M AE RERE TEE ISR ATI EUER ЕЗ AH, 非 线性 
动 , 分 义 与 混 渍 .天 津 :天 津 大 学 出 版 社 , 1992 

KLR, RER, 06 具有 随机 寡 数 的 单 自 由 度 非 线性 振动 系统 的 可 靠 分析 . 振动 
工程 学 报 .1995(4) - 

张 义 展 , 阅 孝 椿 , 刘 巧 伶 .动力 响应 灵敏 度 分 析 中 的 长 期 项 消除 ,振动 工程 学 报 ,1998.4 
KLR, 闻 邦 椿 . 非 线性 随机 振动 机 的 动力 学 研究 . 工程 力学 , 1999.3 

ЗК Ве, ЖИР. 振动 压路机 的 随 视 压 振 力 分 析 , 见 : 必 邦 禧 等 主编 . 振动 与 波 和 用 技 
术 的 新 进展 ,沈阳 :东北 大 学 指 版 杜 ,2000 ] 

Zhang Y. M. and Wen B. C., Eigenvalue Problem of Constrained Flexible Multibody 
Systems, Mechanics Research Communication, Vol. 24, 1997.1 

Zhang Y.M., Wen B. C. and Chen S. H., PFEM Formalism in Kronecker, Notation, 
Mathematics and Mechanics of Solids, Vol. 1,1996, Dec. Nomber 4 445 一 461 

Zhang Y.M., Wen B.C., Fixst Passage of Umcertain Single Degree-of-Freedom Nonlin- 
ear Oscillators, Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, January 1998 
ЖИЛ, MAR, CIN жинин ж SERLO, 东北 大 学 学 报 ,1997 年 
增刊 

BED, REM, MAR, 付 列 . 合 慢 变 参数 湿 p 东北 大 学 学 报 ， 振动 专 
辑 ,1996.4 增刊 

韩 清 凯 , 张 敬 民 , ЇН. 捧 负 机 振动 机 构 非 绑 性 动力 学 分 析 ， 非 线 性 动力 学 ,振动 与 运 
动 稳定 性 .北京 ;中 国 科学 技术 出 版 社 ,1995 

韩 清 遍 , 闻 邦 梅 . 简 谐 激励 复 变 参数 滞 回 系统 的 振动 分 析 , 非 线性 动力 学 报 ,1998 年 增 
"i m 
ЧЕТВ, MAE. — ГЕ Ee SE 8 IR OD A D CRI) UT. RTE, 1998 年 9 月 


яй 


， 324 > AE S, $ 3. 3 38. x P © Җор D bk яд Ж 


214 


215 


216 


217 


218 


219 


220 


221 
222 


223. 


224 


225 


226 


227 


韩 清 凯 , 刘 树 英 , 陈 亚 东 , ШЕ 几 类 含 待 殊 滞 回 环节 的 机 械 系 统 的 动力 学 . 见 : 闻 邦 
椿 等 主编 . 振动 与 波 利 用 技术 的 新 进展 ,沈阳 :东北 大 学 出 版 社 ,2000 

ЖЕН, ER, 闻 邦 棒 . 过 氧化 物 酶 -氧化 酶 反应 系统 的 分 叉 与 混 沥 特性 分 析 . 见 : 闻 邦 
椿 等 主编 .振动 与 波 利 用 技术 的 新 进展 ,沈阳 :东北 大 学 出 版 社 , 2000 

韩 清 凯 , 刘 杰 , MA. 不 对 称 滞 回 模型 的 一 般 形 式 及 其 参数 慢 特 性 . 振动 与 冲击 ， 
2000(3) 

埋 清 凯 , 杨 积 东 , 张 天 侠 , 闻 邦 椿 . 含 间隙 支 承 的 CT 机 回转 系统 的 非 线 性 动力 学 . 机 
械 工 程 学 报 ,2001(3) 

Han Q.K., Zhang J. M. , Zhang H., Wen B. C. , Identification of the Nonlinear System 
of the Vibration Compacting Machine, Proceedings of International Conference on Struc- 
tural Dynamics, Vibration, Noise and Control, Hong Kong, 1995, 906 —911 

Han Q.K. , Wen B. C, etc. Nonlinear Vibration of Mechanical System with Asymmetrical 


Picec-wisely Curvature Hysteresis, Proceedings of Inter. Conf. on Vibration Engineering, 
1998, Dalian, China 

Н S. Q., Hou X. L., Liu $. Y. , Wen B. C. and Yu H. , The Research on Nonlinear The- 
оту of the Material Shock, Proceedings of the Asia-Pactific Vibration Conference ' 95, 
Kuala Lumpur, Malaysia, 1995 

Liu J., Li X. Q., Wu L. , and Wen B. C. , Partial Differential Linearization on Matherriat- 
ical Model of Electromagnetic Vibrating Machine, Proceedings of the Asia-Pacific Vibra- 
tion Coference '95, Kuala-Lumpur, Malaysia, 1995 

WAR, RE, ИНИ. DELE ВНЕ Л) н} k isi fB 8 3 S Буду Е Vr RIEKER 
3i, 1996.3 

刘 树 英 , 韩 清 凯 , 刘 杰 , 疗 邦 椿 ， 新 型 振动 破碎 机 非 线性 动力 学 分 析 . 振动 与 冲击 ， 
2000.3 

张 天 侠 , 闻 邦 椿 ,一 类 质量 篇 署 非 线性 力学 系统 受 迫 振动 的 分 析 , 非 线性 振动 .分 叉 及 
混沌 .天 津 :天 津 大 学 出 版 社 ,1992 

Zhang T.X., Wen B.C., Vibration Synchronization of the Double Exciters of the Vibrat- 
ing Machime with Hydralic Motors, International Journal of Vibration & Noise, 1997.12 
БЕЛА, BJ FORE ERTS BL S SIEGE TE APUL X EFT E ИЙЕ. CEIR, 1988(1) 
БКНИН B CHE Ih dro SUP E НН а 7 26 ГИРЕ. 6 30-55 nb ilr, 1985 
6t, MRH, AX HG. 两 台 交 党 电动 机 驱动 的 机 械 系统 定 速 比 控制 的 研究 . 栅 械 工程 
学 报 , 1996.5 

范 俭 , 闻 邦 椿 , 反 向 回转 双 激 振 器 振动 机 控制 间 步 的 理论 研究 . 振动 工程 学 报 , 1994 
(4):281— 288 

Жж, КЕЙ, ШЗ. ЖУЗИ ГЕГИ ЖЕ ПЖ ТИ ЖС ИЛЕ. 见 :第 一 届 全 球 华人 智 
能 控制 与 智能 自动 化 会 议论 文集 ,北京 :1993 

ЖЕНЯ & ‚ЖЕГЕН, ИЗБЕ. жя лин Аааа БЕРЕ ЖЕ. 起 重 运输 机 械 ， 
1987(6) 

EAQUE. IURIS BLISS ACT Жы а! 性 研究 ， канша. 分 叉 及 混 
沌 .天 津 :天 津 大 学 出 版 社 , 1992 x 


# Ж x ж * 325 · 


228 


229 


230 


231 


232 


235 


234 


235 


236 


237 


238 


239 


240 


241 


242 


243 


244 


245 


246 


ERER, НЕ IJ H ЗЕЙ ИДЕ Sh БУ ШШ ERE Н TER 282 2c BO Е Sh ЖОЖ 41128 RS 
研究 .第 一 届 全 国 机 器 故障 诊断 会 议论 文集 , 沈阳 , 1986 

EGRE, ЕКЕ В, 隋 松 玲 , 单 质 体 气动 自 激 振动 系统 平衡 状态 的 稳定 性 , 溺 岩 机 械 气 动 
工具 ,1997.3 

KEB, 威 靖 洋 .气动 冲击 设备 活塞 的 动力 过 程 及 点 变换 方法 ,矿山 机 械 ,1988.6 

Zhao M. Y. , Yuan P. Z.and Wen B. C. , The Kinematic Model of General Six DOFs Par- 
allel Manipulators for Simulation and Control, Proceedings of ASME Conference on Mod- 


eling, Simulation and Control, 1992 

Tang B. X. and Wen B.C. , Stability Analysis and Real- Times System-Linearized Control 
of a Rotor Suspended Magnetically, Proceedings of Asia-Pacific Vibration Conference " 
93, Japan, 1993 

Tang B. X., Wen B. C., Jiang J. L. and Ma C. F. , Dynamic Model and Stability of a 
Cracked Rotor, Proceedings of International Conference on Vibration Engineering, Bei- 
jing, 1994 

Yuan Y. Liu S. Y. and Wen B.C. , Study on Intelligent Fuzzy Control Method for a Cen- 
trifuge Rotor System, Proceedings of the Intermational Conference on Motion and Vibra- 
tion Control, Japan, 1993 

Yuan Y.Liu S. Y. and Wen B.C. , Fuzzy Changing Stiffiness Control of the Unstable vi- 
bration of a Centrifuge Rotor, Proceedings of ASME 1997 Design Techmcal Conference 
on Mechanical Vibration and Noise, 1997 

赵 春 雨 , 闻 邦 椿 .多 机 传动 机 械 系 统 的 同步 控制 理论 及 应 用 .东北 大 学 学 报 ,1997(1) 
BEN, 朱 洪 涛 , IER. 多 机 传动 机 械 系 统 的 同步 控制 . 控制 理论 与 应 用 , 1999(2) 
Zhao C. Y. and Wen B. C., Dynamic Characteristics of the Asymmetrically Piecewise 
Linear Vibrating Machines, Proceedings of Asia-Pacific Vibration Conference '93, Japan, 
1993 

SOC CE ЖОИЕ. MESE BR B їй NE l е. ER И EB 16 S ГУ FRI, 
1998, 14(2) 

WZ, 周 邦 榨 等 . 慢 变 支承 刚度 对 离心 机 转子 不 稳定 自 激 振动 的 影响 .东北 大 学 学 报 ， 
Vol.18, 振动 专辑 , 1997 

ETE, NAR, 段 志 荐 . 自 三 步 振 动 及 振动 同步 传动 的 机 电 耦 合 机 理 .振动 工程 学 报 ， 
2000 

ETE BREE, MHE. 用 机 电 耦 合 模型 研究 转子 系统 的 非 平稳 过 省 . 应 用 力学 学 
报 ,2000(4》 

文成 秀 , 赵 长 宽 , MAE. 分 段 线性 振动 机 械 关 子 外 激 频率 的 分 岔 与 混沌 .东北 大 学 学 
38,2001(2) 

EORR, MIR, 陈 塑 赛 .智能 机 构 振 动 控制 中 压 电 传感器 与 执行 器 位 置 的 拓扑 优化 ， 
振动 工程 学 报 , 2001(1》 

熊 万 里 , 闻 邦 楷 , 段 志 善 .利用 机 电 厅 合 模型 研究 自 同步 振动 机 械 系 统 的 动力 学 特性 . 
矿山 机 械 , 1999.27(7) 

赵 者 雨 , 闻 邦 椿 , 赵 广 疙 . 同 向 回转 双 机 传动 振动 系统 相位 差 的 模糊 监督 控制 ,振动 工 


+ 326 · 非 线性 摄 动 理论 中 的 解析 方法 及 工程 应 用 


247 
248 


249 


250 


251 


252 


253 


254 


255. 


256 


257 


258 


259 


260 


261 


262 


263, 


264 


265 


266° 


267 


268 


程 学 报 ,2001(1) 

熊 万里, 闻 邦 椅 , 振 动 起 动 过 程 中 的 迟滞 共振 原因 分 析 , 力 学 与 实践 ,1999(4) 

熊 万 里 , 闻 攻 构 , 段 志 善 .转子 系统 瞬 态 过 程 的 减 幅 特性 及 共振 区 返 兹 特性 .振动 与 冲 
击 , 1999.4 

能 万 里 , 疗 邦 椿 , 张 天 侠 , 段 志 善 .利用 机 电 耦 合 模型 研究 自 同步 振 动机 械 系统 的 动力 
学 特性 ,矿山 机 械 ,1999.27(7) 

能 万 里 , 董 建 圆 , 闻 邦 椿 . 非 线 性 弹性 支 所 对 转子 系统 瞬 态 过 程 的 影响 .西安 建筑 科技 
大 学 学 报 , 1999.3 

能 万 虹 , 圆 邦 棒 ,弹性 连 杆 式 振动 机 的 机 电 志 合 自 同 步 特性 ， 见 : 闻 郑 梅 等 主编 . 振动 
与 波 利 用 技术 的 新 进展 , 沈阳 :东北 大 学 出 版 社 ,2000 

EAE, (790, IRAE . 机 电 看 合 自 同步 系统 的 过 渡 过 程 分 析 , 东北 大 学 学 报 ,2000.2 
李 注 光 , 闻 邦 裕 .一 类 可 动 边界 的 机 械 振 动 系 统 的 混沌 行为 . 东北 大 学 学 报 , 1999.8 

李 鸿 光 , 邮 邦 楼 .具有 间 辽 与 振动 边界 的 自 激 振动 系统 的 非 线 性 振动 , 振动 工程 学 报 ， 
2000(1) 

Ж, ERR. aA. RA DB ВУ ЖУ e EB RE [SUPR REB ETE . Ж. PH ФЕ. 
振动 与 波 利 用 技术 的 新 进展 , 沈阳: 东北 大 学 出 版 社 , 2000 

李 鸿 光 , 杨 文 平 , 闻 邦 椿 . 具有 可 动 边 兴 和 间 琶 的 机 械 系 统 自 激 振动 分 析 和 数值 模 
拟 .机 械 科 学 和 技术 ,2000(2) 

Li H Q, Wen B C, Self-excited Vibration in Rolling Mill with Clearance via Asymptotic 
Method and Numerical Method, Proceedings of Inter. Conf. on Vibration Engineering, 
1998, Dalian, China 

何 就 , 闻 邦 棱 . 双 线性 灌 回 系统 周期 激励 下 的 响应 .东北 大 学 学 报 , 1999.5 

何 塌 , 闻 郑 榨 . 振 动 塑 性 加 工 的 进展 及 若干 问题 .辽宁 工学 院 学 报 , 1999.4 

HR, RKR, NEE . 金属 材料 振动 塑性 加 工 的 一 个 本 构 模 型 ， 见 : 疗 邦 椿 等 主编 ， 
振动 与 波 利 用 技术 的 新 进展 , 沈阳 :东北 大 学 出 版 社 ,2000 

PIRI, RRR, ЭНЕ. 振动 湿性 加 工 中 的 慢 变 过 程 分 析 . 见 : 闻 邦 椿 等 主编 . 振动 与 
波 利 用 技术 的 新 进展 ,沈阳 :东北 大 学 出 版 社 ,2000 

He Q, Wen B C., etc., Advances and Trends of Metal Plastic Deformation Processes 
with Vibration, Proceedings of Inter. Conf. on Vibration Engineering, 1998, Dalian, China 
ARR, ER, Б ЖИЕ ,Lyapunov 指数 在 旋转 机 械 故 障 诊断 中 的 应 用 . 见 :他 邦 棒 等 
主编 . 振 劲 与 波 利 用 技术 的 新 进展 , 沈阳 :东北 大 学 出 版 社 ,2000 

HRR, WER, WAR. 裂纹 扩展 对 转子 动 特性 的 影响 . 东北 大 学 学 报 , 2001, Vol. 
(2) 

' 杨 积 东 , 许 培 民 , 闻 邦 梅 ， 发 纹 转 子 分 叉 , 混 学 行为 研究 中 的 映射 延 拓 综合 法 . 应 用 力 
学 学 报 ,2001.3 
REE RAE. 电磁 气 划 及 机 械 振 蕊 的 机 理 研究 . Е а ,振动 与 波 利 用 
技术 的 新 进展 ,沈阳 :东北 大 学 出 版 社 ,2000 
ЖИП, 高 金吾, LING LIEU DES DEW LS E MAU ШЗ S E 
编 . 振动 与 波 利 用 技术 的 新 进展 ,沈阳 :东北 大 学 出 版 社 ,2000 

WKE, ЯЕ. 社会 经 济 现象 中 的 非 线 性 问题 初探 . 见 : 闻 邦 椿 等 主编 .气动 与 波 利 


269 


270 


271 


272 


273 


274 
275 


ox x = + 327 ， 


用 技术 的 新 进展 , 沈阳 :东北 大 学 出 版 社 ,2000 

HRE, BERGE. 一 个 经 济 时 间 序 列 的 分 维 研究 . 见 : 闻 邦 椿 等 主编 . 振动 与 波 利 用 技 
术 的 新 进展 ,沈阳 :东北 大 学 出 版 社 ,2000 

ER, MAE. 裂纹 转子 系统 的 弯 捏 耦合 振动 汐 定 性 . л, И] ЭБЕН ЕЕ. 振动 与 波 
利用 技术 的 新 进展 ,沈阳 :东北 大 学 出 版 社 , 2000 

魏 海 燕 , 闻 邦 椿 . 惯性 式 加 锥 破碎 机 的 非 线 性 动力 学 特性 研究 . DL. НЭР SE ЕН. ЖЕ 
动 与 波 利 用 技术 的 新 进展 ,沈阳 ;东北 大 学 出 版 社 ,2000 

SK, ШИЕ. 振动 压路机 振动 轮 “ 跳 振 " 过 程 中 的 动力 学 特性 分 析 . Ж: RUE E 
编 .振动 与 波 利 用 技术 的 新 进展 ,沈阳 :东北 大 学 出 版 社 ,2000 

韩 清 遍 , 张 天 侠 , 杨 积 东 , 疗 邦 构 带 有 间隙 支承 CT 机 回转 系统 的 非 线 性 动力 学 .机 械 
工程 学 报 ,2001(3) 

韩 清 凯 , 郝 建 山 ,图 邦 梅 .金属 材料 加 工 中 的 振动 利用 问题 .中 国 机 械 工 程 ,2001(5) 
杨 积 东 , 徐 培 民 ,于 邦 棒 .裂纹 扩展 对 转子 动 特性 的 影响 ,东北 大 学 学 报 ,2001(2) 


< 328 - 非 线性 报 动 理论 中 的 解析 方法 及 工程 应用 


附录 A 非 线性 动力 系统 数值 分 析 演示 程序 


A.1 功能 及 特点 


本 程序 基于 Poincaré 映射 原理 ,用 数值 积分 方法 ( 定 步 长 四 阶 Runge-Kutta 法 ) 演 示 非 
线性 动力 系统 的 特性 。 主 要 功能 包括 :中 瞬 态 、 稳 态 运 动 时 域 波形 分 析 、 相 平面 轨 线 分 析 、 
Poincaré 截面 分 析 , REX. Lyapunov 指数 计算 , @ 初 值 敏 感性 动画 演示 , © ЯЯ ЛЕНЕ 
性 态 研 究 等 。 另 外 , 还 可 用 来 研究 数值 积分 方法 的 性 能 , 确定 过 渡 过 程 的 时 间 长 度 ,考察 分 
盆 点 附近 临界 慢 化 等 一 些 特殊 现象 。 

程序 结构 合理, 各 功能 之 间 切 换 迅速 , 旦 易于 扩充 。 虽 以 Daffing 振子 为 例 , 但 只 要 把 
系统 描述 文件 "Duffing.c" 稍 加 改造 , 即 可 用 于 分 析 其 它 系统 (高 于 2 维 的 系统 亦 可 )。 绕 开 
数值 积分 模块 后 , 就 可 用 于 分 析 离散 动力 系统 。 要 增加 新 的 分 析 功 能 ,只 需 在 设计 好 祖 应 模 
块 后 , 再 洪 一 个 功能 键 定义 即 可 。 图 形 显 示 模 块 、 标 准 输入 输出 模块 编写 规范 , 使 用 方便 。 
以 此 为 框架 ,该 程序 还 可 作为 进一步 开发 非 线性 动力 系统 分 析 软 件 的 基础 。 

本 程序 用 C 语言 编写 , 由 一 个 头 文件 (MAIN.H) 和 三 个 C 源 文 件 (DUFFING.C， 
GRAPH. C, DEMON.C) 组 成 , 计 有 33 个 函数 。 符 号 常量 \ 宏 定义 、 类 型 定义 、 全 局 变量 等 的 
说 明 见 A.4 节 程 序 文 本 , 各 函数 功能 及 其 形 参 说 明 见 A.3 节 。 程 序 定义 了 两 个 波形 窗口 
有 Rwave[2] 用 来 进行 时 域 波形 分 析 。-- 个 相 平面 win 窗口 用 来 显示 相 轨 线 、poincare 截面 及 
Lyapunov 指数 和 作 初 值 敏感 性 演示 。- 一 个 分 岔 图 窗口 Rbifur 和 两 个 小 的 相 平 面 窗口 
wint2f2] 用 来 进行 分 岔 分 析 并 实时 显示 各 分 岔 参 数 下 从 选 定 初始 条 件 出 发 的 稳 态 解 的 相 
轨 线 及 Poincaré 截面 。 

程序 运行 时 先进 入 时 域 波形 分 析 功 能 , 之 后 由 功能 键 ЕЗ ~ F7 在 各 功能 之 间 切 换 。 其 
H F3 启动 时 域 波 形 分 析 , FA 进入 相 平 面 轨 线 分 析 , F5 启动 Poincaré 截面 分 析 及 最 大 Lya- 
punov 指数 计算 , F6 进入 初 值 敏感 性 动画 演示 , F7 进行 系统 分 偏 、 混 学 性 态 研 究 。 另 外 ,用 
F1 键 可 顺序 查看 、F2 道 序 查 看 系统 参数 (包括 动力 系统 参数 ,数值 积分 参数 等 ) 设 置 。 初 值 
敏感 性 动画 演示 及 系统 分 盆 行 为 研究 过 程 可 击 任意 键 打 断 , 以 便 进 入 其 它 功能 或 更 改 系统 
参数 设置 后 重新 进入 相应 功能 进行 分 析 。Esc 键 退出 程序 。 时 域 波形 分 析 由 菌 数 wave _ 
Plot( ) 完 成 。 相 轨 线 分 析 由 函数 trajectory 058... Poincaré 截面 分 析 、 最 大 Lyapunov 指数 
计算 和 初 值 敏感 性 动画 演示 均 由 函数 Lyapunov _ index( ) 完成。 函数 bifurcation() 通 过 反 
复 调用 函数 trajectory ?完成 分 岔 分 析 。 

本 程序 运行 在 Turbo C2.0 环境 下 , 稍 加 改动 即 可 用 于 其 它 C 或 C++ 环境 。 在 集成 开 
发 环境 下 生成 可 执行 文件 后 , 可 用 FS 键 启动 单 步 运行 ,用 F7 键 进入 函数 内 部 。 全 程 跟 踪 
一 遍 程 序 运行 过 程 , 有 助 于 读者 了 解 各 常量 .变量 及 语句 的 意义 以 及 函数 调用 关系 ,熟悉 程 
序 结构 和 设计 思想 。 对 于 刚 接 触 C 语言 的 读者 ,相信 通过 本 程序 的 调试 运行 能 吉 深 对 语言 
的 理解 , 提高 编程 能 力 。 

基于 上 述 考 虑 , 本 附录 未 对 程序 作 更 详细 的 说 明和 注释 。 如 有 问题 请 联系 
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A.2 应 用 举例 
在 C 源 文件 DUFFING.C 中 对 如 下 Dutfing 2r }ЕЙЁЇТ T R: 
Eeri-la( = z?) = Funes (A-1) 


其 中 >=0.168。 下 面 用 本 程序 来 演示 其 共振 解 ( 即 取 wo =1.0) 的 性 能 。 设 每 个 扰 力 周期 
内 积分 imT =200 步 ,T100 = 300 个 扰 力 周期 后 得 到 稳 态 运 动 。 

{1) 时 域 波 形 分 析 

取 下 =0.22, 从 初始 点 (0, 0) 出 发 , Duffing 振子 的 稳 态 位 移 和 速度 波形 如 图 А-1 所 示 
《这 里 只 画 出 了 PSD = 50 个 抗力 周期 内 的 波形 )。 其 对 应 的 相 轨 线 见 图 A-2(d), Poincaré 4 
HLR A-3(d), 幅 值 谱 见 图 A-4(d)。 


hoe 


9 000 69) 314 159 0 000 б) 314.159 


(a) 位 移 波形 (DER UE 
图 A-1 时 域 波形 分 析 

(2) 相 平 面 轨 线 分 析 

从 初始 点 (0, 09) 出 发 , Duffing 振子 稳 态 运动 相 平面 轨 线 如 图 А-2 所 示 ( 这 里 画 出 的 是 
PS= 100 个 扰 力 周期 内 的 轨 线 , 图 中 十 字 记 号 表示 系统 的 静 平 衡 点 )。 

(3) Poincaré 截面 分 析 

对 应 图 A-2 GSH, Periods = 10000 个 扰 力 周期 内 的 Poincaré 截面 (对 周期 运动 即 不 
动 点 图 ) 如 图 А-3 所 示 。P-n 周期 运动 有 n 个 不 动 点 ,用 小 贺 圈 表示 。 

(4) 谱 分 析 

本 程序 未 包括 谱 分 析 模 块 。 将 时 域 波形 数据 存盘 后 ,利用 windows 下 的 一 些 常用 工具 
软件 (如 Origin 等 ) 的 FET 模块 即 可 进行 谱 分 析 。 图 A-4 所 示 为 对 应 图 A-2 各 解 位 移 分 基 
的 FET 幅 值 谱 图 (周期 解 波 形 长 度 为 扰 力 周期 的 整 倍数 即 整 周期 采样 , 不 加 窗 )。 横 坐标 
= ol uo 为 频率 比 , o 为 响应 中 谐 波 成 分 的 圆 频率 , wo 为 谐 扰 力 频率 。 由 图 可 见 ,P-1 解 以 与 


扰 力 同 频 的 基 频 振动 为 主 ,并 伴 有 高 次 谐 波 。P-2 解 中 出 现 了 十 次 谱 波 及 其 整 信 数 阶 谐 波 ， 


仍 以 基 频 振动 为 主 。P-4 解 中 出 现 了 十 次 沸 波 及 其 整 倍数 阶 谐 波 , 基 频 振动 幅度 仍 为 最 大 ， 
但 次 谐 波 的 帆 度 相对 来 说 也 较 大 。 混 汪 解 谱 图 中 末 频 分 量 处 也 有 尖峰 ,但 低频 分 借 十 分 丰 
富 。 

(5) ЯФ ЖЖЖ Lyapunov 指数 谱 图 

从 初始 点 (0, 9) 出 发 ,选取 扰 力 幅度 下 32 (par 0), Æ F=0.14—0.25 范围 
里 ,以 步 长 AF =0.0001 作 分 贫 图 和 Lyapunov 指数 谱 图 得 图 A-5。 其 它 参数 设置 为 : 瞬 态 
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过 程 为 T100=300 个 抗力 周期 , 稳 态 响应 统计 PS = 300 个 扰 力 周期 , 每 个 扰 力 周期 积分 
imT=200 步 。 
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Hac HOMER 
(а) F7 0.150, P-1 #;(Ъ) F 0.180, P-2 f; (c) F=0 198, P-4 t (d) F 20.220 BH: WE 
由 图 可 见 , 系统 在 下 =0.1770 附近 发 生 P-1 到 P-2 解 的 倍 分 岔 ,在 F = 0.1950 附近 发 生 
P-2 到 P-4 解 的 倍 分 岔 ,在 下 =0.1990 附近 发 生 P-4 到 P-8 解 的 倍 分 岔 ,在 F = 0.2050 附近 进 
入 轨 线 同时 围绕 三 个 静 平 衡 点 的 大 振幅 混沌 运动 。 在 混沌 区 可 看 到 几 个 周期 窗口 。 由 (b) 图 
可 见 ,周期 解 的 最 大 Lyapunov 指数 小 于 零 , 混沌 解 的 最 大 Lyapunov 指数 大 于 等 。 而 在 分 盆 点 
最 大 Lyapunov 指数 趋 于 令 。 最 大 Lyapanov 指数 的 计算 方法 见 本 教材 第 14 章 第 7 节 。 


A.3 “函数 功能 及 形 参 说 明 


1. void Func(DATA t, РАТА *x, DATA * d) | 状态 方程 右 端 项 定义 及 计算 ,由 函数 
RKTI( ) 调 用 。 形 参 t 为 时 间 变量 ,x 为 状态 向 量 , d 为 右 端 项 向 量 。 

2. int title(void): HIBA TAROPAK dt HARER 运动 方程 显示 。 

3. void disp. settings(int par. no, int w1 _ c0): 调用 函数 massage( ) 在 屏幕 底部 显 
示 或 扩 除 整 型 、 浮 点 参数 名 称 及 当前 值 。 形 参 par _ no 为 参数 在 其 数组 中 的 序号 , wl со 
ЖК I 为 显示 ,0 为 擦 除 。 

4. void equilibrium(Rect * win): 平衡 点 显示 函数 , ЕН #128. Poincaré Ж И 5 8 ЖС 
调用 。 形 参 win 为 显示 窗口 。 ' 
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图 A-3 Poincaré 截面 及 Lyapunov 指数 
(a) F=0.150,P-1 解 ;(b) F=0.180, P-2 8; (c) F=0 198, P-4 88; (d) F «0.220 fé PE fe 

5. void clear. rec(int 1, int t, int r, int b): WE AUDI, ES t, b,lr 分 别 为 区 域 
ЕТ EDAD ЕНЕ s be, ' 

6. void print _ value(int x, int y, DATA v, char * format); 在 屏幕 指定 位 置 (x,y) 以 
指定 格式 format 输出 一 个 浮 点 数 vo 

7. void print _ str(int x, int y, char * str): 在 屏幕 指定 位 置 (x,y) 输 出 一 个 字符 串 
stro 

8. void axis _ name(Rect * гес, char * name, int axis, int dir, int wl _ c0): 在 指定 
窗口 rec 边缘 显示 或 擦 除 坐标 轴 名 称 , wl 、e0 赋 1 为 显示 ,0 WRR. name= NULL 为 空 
指针 时 , 本 函数 根据 由 axis 指定 的 状态 变量 序号 自动 生成 坐标 轴 名 称 。dir 指定 输出 方向 : 
0 为 水 平方 向 ,1 为 从 下 到 上 竖 向 显示 。 

9. void Init, rect(Rect * win): 计算 矩形 窗口 win В ARE BE. 

10. char * Pr _ Fm(char x s): 生成 浮 点 数 输出 格式 。 

11. int lever(DATA f): 判定 浮 点 数 了 的 数量 级 。 

12. void massage(char x str, int dx, int flag, int w1 _с0): FERIRE str 显示 或 擦 
E. flag=0.1 分 别 在 屏幕 底部 倒数 第 二 .第 一 行 显示 。wl1 _e0 RE 1 为 显示 ,0 为 擦 除 。 

13. void massage _ vahae( DATA d, char * fm, int dx, int flag, int wl c0); 浮 点 信 
Sd BRRR, Пар=0,1 分 别 窒 屏幕 底部 倒数 第 二 、 第 一 行 显示 。w1 c0 BE 129 Eom, 
0 为 擦 除 。 Ps 
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i 图 А-4 FFT 幅 值 谱 图 
(a) F 70.150, P-L f; (b) F =0.180,Р-2 ##:(с) F=0.198, P-4 Ri (d) F=0.220 101085 
14. void getstr(int K, int lim): 从 键盘 获取 字符 并 顺 次 存 和 人 KBinput 中 。K 为 字符 
АЅСАП 码 , tim 为 最 多 输入 的 字符 数 。 
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А5 么 统 分 公 混 沌 性 能 研究 
(a) FE; (b) 最 大 Lyapunov 指数 谱 图 

15. void Getstring(char * str): 调用 函数 getstr() 从 键盘 获取 字符 串 于 KBinput 中 。 
str 为 提示 信息 。 

16. void Init _ fig (DATA xL, DATA xU, DATA yL, DATA yU, Rect * wv, int 
flag); 初始 化 图 形 显示 窗口 wv. xL, xU, yL, yU 分 别 为 水 平 、 铅 垂 轴 所 代表 物理 量 的 上 、 下 
FB. flag 选择 窗口 :flag= 0 为 波形 窗口 1, flag=1 为 波形 窗口 2, flag>1 ASARAN, 

17. int plot. point(DATA * x, Rect x win, int р): 在 win 窗口 所 代表 的 相 空 间 (dir 
[0],qir[1]) 平 面 上 以 颜色 p 画 由 状态 向 量 x 定义 的 相 点 。p= 0 为 氛 除 点 ,p= 15 画 小 十 
字 ,p<0 ШЛУ 

18. void pr. time(time _ tt): 系统 时 间 显 示 。 

19. void kedu _ wave(Rect x win, int x, int y, int wl, cO): 显示 或 提 除 窗口 win 的 
T. w1 _ec0 赋 1 为 显示 ,0 NRR. 

20. void Initialize( void): 屏幕 图 形 初始 化 及 win 窗口 初始 化 。 

21. void Init ”win12(Rect * win12, int y0): 分 贫 分 析 时 两 个 小 窗口 初始 化 。 

22. void frame(Rect * r, char * namel, char *name2, int dirl, int dir2, int wl _ 
c0). 窗口 r 外 框 显 示 或 擦 除 。wl cO 赋 1 为 显示 ,0 为 氛 除 。 

23. int RKTI (DATA t, DATA * y): 定 步 长 四 阶 Runge-Kutta 法 积分 。t 为 时 间 , y 
为 状态 向 量 。 

24. DATA distance(DATA * p, DATA * n): 计算 相 空 间 中 两 点 p 和 hh 之 间 的 欧 氏 有 距 
离 。 

25. int peicare(DATA * t0, DATA * x): 调用 RKT1() 积 分 一 个 拢 力 周期 。to 为 时 
Bj,x 为 状态 向 量 。 

26. void wave _plot(DATA x x, Rect * wv): wv BL EE RR. 100250 BRES 
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运动 波形 (了 100 为 设 定 的 过 滤 过 程 时 间 长 度 , 以 扰 力 周期 度量 )。 若 将 参数 Y100 RESF, 
则 画 瞬 态 运 动 波形 。x 为 初始 条 件 。 

27. int trajectory( DATA * х, DATA t0. Rect * bf, Rect * win, int Пар): BRS à 
dissi ELEC Poincaré 截面 上 的 本 动 点 及 分 岔 图 。flag 0 只 画 相 轨 线 , flag = 1 相 轨 线 、 
不 动 点 秀 分 贫 图 同时 画 。x 为 初始 条 件 。 

28. void read - region (DATA! жх): 将 物理 边界 region[N][2] 赋 值 给 窗口 win 并 取得 
初始 条 件 于 状态 庙 量 x 中。 

29. void bifurcation( Rect * bf, Rect x win): 调用 trajectory O Ят 
图 、 不 动 点 图 \ 相 轨 线 , 击 任意 键 可 打 断 。pf 为 分 贫 几 窗口 , win ЕЕ СӨ; ЕЕЕ EA 
H. 

30. DATA Lyapunov _ index( DATA * x, DATA t0, Rect * rec, int flag): 计算 
Poincaré ЖП Ж Lyapunov 指数 (flag< 1) 或 作 初 值 敏 感性 演示 (fiag>0)。x 为 初始 条 件 ,t0 
为 初始 时 间 , 一 般 取 作 0, гес 为 工作 窗口 。 

31. int menu(int уб): 功能 菜单 显示 。y0 为 纵向 参考 位 置 。 

32. void alter _ fig(int K, int КО, Rect + wv, Rect * bf, Rect x win12): 功能 切换 
"Ed CR BR SC Г, MAAN). Ko 代表 当前 功能 , K 代表 将 要 切换 的 功能 。wv、bf、 
win12 ЯЯЯ TUE GE H PERA ELEC lh хх ТАНЕВ ELS 

33. main(); 主 函数 , 整个 程序 由 它 组 织 。 


ужа === == = = 以 下 内 容 在 头 文件 MAIN,H 中 =========== x/ 
# define DATA double /x 浮 点 数据 类 型 宏 定义 */ 
# define Lint unsigned long /* 长 整 型 数据 类 型 宏 定 义 */ 


( ((x)<0) ? — (x) : (x) ) 

( ((a)> =(b)) ? (а): (b) ) 

( ((a)< = (b)) ? (a) : (D) 

( ({a) <0) ? (int)((a) - 0.5) : 


# define ABS(x) 
# define MAX(a,b) 
# define MIN(a, b) 


# define ROUND(a) Gnt)((a) +0.5) ) 


# define N 2 /* 动力 系统 状态 方程 维 数 “ */ 

# define PR FM "и" /» НЯН */ 

typedef struct ractangle 

I intl, t, r, b; /x 窗口 边界 图 形 坐 标 值 */ 
int cx, cy; /» 和 窗口 中 心 点 图 形 坐 标 值 */ 
DATA factor[N]; ' / + 物理 坐标 到 图 形 坐 标 换算 系数 */ 
DATA regionI М 1121; Z# 窗口 物理 坐标 边界 */ 


| Rect; 


# define LARROW 331 ПЫ 


Z * 矩形 图 形 显示 窗口 结构 类 型 定义 */ 


/* 光标 左 键 键 位 码 


*/ 
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# define RARROW 333 f£» 光标 右键 键 位 码 */ 
# define HOME 327 /* HOME 键 键 位 码 x^ 
3t define ENT 13 / + 回 车 键 键 位 码 */ 
# define ESC 27 / * ESC 键 键 位 码 */ 
# define END 335 /* END RRE */ 
# define BKSPACE 8 / * 退 格 (BackSpace) 键 键 位 码 */ 
# define F1 315 /* FL 功能 键 键 位 码 */ 
# define Е2 316 /* F2 fe {Л */ 
# define F3 317 / ж ЕЗ 功能 键 键 位 码 */ 
# define F4 318 /* Ба 功能 键 键 位 码 */ 
# define F5 319 /* F5 功能 键 键 位 码 */ 
# define F6 320 Z * F6 功能 键 键 位 码 */ 
# define F7 321 /* F7 功能 键 链 位 码 */ 
# define F8 322 /* F8 功能 键 键 位 码 
Z*==========kb Ж EE CIFDUFFING.C'E=- === аата x*/ 
# define parS 9 /x 关于 Duffing 方程 共 定 义 了 9 个 浮 点 参数 / 
# define F param[0] Z * 谐 扰 力 力 幅 */ 
# define omiga param[1] г» 谐 扰 力 频 率 E */ 
# define Alfa param[2] / + ТАЕНЕ RUE */ 
# define Bata param[3] /* 位 移 三 次 方 系数 */ 
# define Delta param[4] /* 阻尼 系数 */ 

Z * 5 一 6 为 初始 条 件 */ 
# define pU param[7] гк SS ER ' */ 
# define dp param[8] /* 分 岔 参 数 步 长 */ 
# define ICposi 5 / 初始 条 件 在 参数 数组 中 的 位 置 */ 
# define SettingS 8 /* 8 个 整 型 参数 */ 
# define sin0cos1 setting[ 01 /x WD sin cos 选择 */ 
# define T100 setting[ 1] /* ОЗУНА ИЕК */ 
# define PS setting[ 2] иж 稳 态 运动 时 间 长 度 */ 
# define PSD setting[3] /x 波形 分 析 时 间 长 度 */ 
# define Periods settingi 4] /x Poincaré 截面 分 析 时 间 长 度 */ 
# define Bifur _ ampi setting 5] I XEEEULIE/3B BE prek EL UE AR */ 
# define imT setting[6 J /* 每 全 扰 力 周期 积分 步 数 жи 
# define раг setting[ 7] Z * 分 岔 参 数 在 数组 param Р жи 
5t define eps param[ par} /x 5% СЕН S RUE */ 


DATA ~ paramiparS] = Í 0.15, 1.0, 0.5, 0.5, 0.168, 0.0, 0.0, 0.25, 1.е—3); 
DATA T=1.; ERE II ES] А РРА 
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DATA dt=0.01; Z * 数值 积分 步 长 */ 
int settingí SettingS] = (0, 300, 300, 50, 2000, 0, 200, 0}; 
DATA regioni N][2] 7 Í -2.5,.2.5], [ 72.5, 2.511; 


Z* 波形 、 轨 线 , 不 动 点 显示 上 上 、 下 限 x*/ 


и 状态 方程 右 端 项 定义 ,由 函数 RRKT1() 调 用 . 形 参 + 为 时 间 变 量 ,x 为 状态 向 量 ,d 为 右 端 
项 向 量 */ 
void Func(DATA t, DATA * x, DATA * d) 
1 d[0] = хц; 
if (sin0cos1) 
d[1] = Alfa*x[0] — Delta * x[1] ~ Bata * х[0] * x[0] * х[0] + F*cos(omiga * t); 
else 
d[1] = Alfa *x[0] — Delta* х[1] — Bata*x[0] * x[0] * х[01 + F + sin(omiga * t); 
l 


int title(void) /* 抗力 局 期 了 及 积分 步 长 dt 计算 及 显示 ,运动 方程 显示 . */ 
| charstr[80]; inti, x=20, у=40; 
T = 8. * atan(1.0)/omiga; dt = T/imT; 


If (sin0cos1) sprintf(str, ' 
^Duffing Equation: x'' + % —5.3fx' - 96—4.2fx + % – 4.2fx * x * x 
* 
cos(965.3f * t)", 
Delta, Alfa, Bata, F, omiga); 
else sprintf(str, 
^Duffing Equation: x'' + 96 — 5.3fx' — 96 —4.2fx + 96 —4.2fx * x * x = 96 —6.4f 
* 
sin(965.3f * t)", 
Delta, Alfa, Bata, F, omiga); 
setcolor(11); print _ str(20, 0, str); setcolor(15); 
sprintf(str, "oT = 965.3fs", T); print. str(x, y, str); y + = 14; 
sprintf(str, “dt= % —7.53es", dt); print | str(x, y, str); y + = 14; 


Ll 


96 —6.4f 


return y; 
| 
char * par, name[parS] = |"F", "omiga", "k1", "k3", "damp", “1Сх1”‚›”1Сх2”, 
"upper value of CP", "step of CP” Zx 浮 点 参数 名 称 */ 
char * set _ name SettingS] = |” sin0cos1”, "transient cycles", "steady cycles", "wave 
cycles”, "Poincare cycles", "Bifur Ampl","segments per 
cycle", 
"control parameter"] ; г» ае УК */ 
/x 在 屏幕 底部 显示 或 擦 除 整 型 \ 浮 点 参数 名 称 及 当前 值 。 形 参 par. по 为 参数 在 其 数组 
中 的 序号 ,wl c0 RR 1 为 显示 ,0 为 擦 除 * / 
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void disp _ settings(int par _ no, int w1 _ c0) 
1 stro] = 0; 
if (par. no< parS) 
Í if (ABS(param[par. no]) <1.е— 3) 
sprintf(str, "No %d: %s= %8.21е; ", 
par. no, par. name[par . no], param[par _ no]); 
else 
sprintf(str, "No 96d: %s= 9610.71; ", 
par. по, par .name[par. по], param[par _ noj); 
i r 
if (par _ no< SettingS) 
| if (par _ no= = SettingS— 1) 
sprintf( KBinput, ”%s= %s”, set, name[par _ no], par, пате[ раг]); 
else 
sprintf( KBinput, ”%s= 96d", set _ name[par _ no], setting[par nol); 
strcat(str, KBinput) ; 
1 
massage(str, 10, 1, wl _с0); Z * 信息 显示 函数 ,定义 见 后 */ 
i 
/* 平衡 点 显示 范 数 ,由 轨 线 Poincart 截面 亚 示 等 函数 调用 。 形 参 win TB RR П = Z 
void equilibrium(K Rect * win) 
{ int x，y。color = getcolor(); setcolor(7); 
x = win- 21 + (0.0 — win — 7region[O] [01) * жіп – >factor[01; 
y = win- >b — (0.0 —win— >region[1]{0]) * win- >factor[1]; 
if (x< win — >r - 5 ф# x2>win — >1+ 5 && y>win- >t + 5 && y<win - >b 5) 
| line(x, y-4, x, у+4); “line(x—4, у,х+4, у); Í 
if (Alfa * Bata >0.0) 
Ix = win- >l + (sqrt(Alfa/Bata) ~ жіп – 2region[0][0]) * win — >factor[0] ; 
if (x win — >r — 3 && x^ win- > 1+ 3 && y2> win — >t + 3 && y< win— >b-3) 
Í line(x, y—2, x, y+2); line(x-2, y, x+2, у); Í 
X = win- >l + (-sqrt(Alfa/Bata) - win — 2 region[0][0]) * win — >factor[0]; 
if (x< win — >r- 3 && x^win- > 1+ 3 дй y2>win — >t + 3 && y< win — >b - 3) 
Í line(x, y—2, x, y+2); line(x-2, y, x+2, y); | 
] setcolor(color); © : 
l 
/*22- 以 下 内 容 在 源 文件 GRAPH.C 中 = 
Z * 清除 矩形 区 域 显示 内 容 */ 
void clear, rec(int 1, int t, int r, int b) 
Įstruct viewporttype v; Betviewsettings(&v) ; setviewport(l, t, r, b, 0); 
clearviewport() ; setviewport(v.left, v.top, v.right, v.bottom, v.clip): 
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/ + 在 屏幕 指定 位 置 以 指定 格式 输出 一 个 浮 点 数 < / 
void print _ value(int x, int y, DATA v, char * format) 
| int w, h; char str[80]; struct textsettingstype ty; 
gettextsettings(&ty) ; sprintf(str, format, v); 
w = textwidth(str); h = textheight(str); y += h; 
if (ty. direction = = HORIZ _ DIR) clear. rec(x, y, x+ w, y +h); 
else clear. rec(x- h, y, х, y ^w); 
outtextxy(x, y, str); 
l 
void print _ str(int x, int y, char * str) / + 在 屏幕 指 定位 置 输出 一 个 字符 串 */ 
1 int w, h; struct textsettingstype ty; 
gettextsettings(&ty) ; w = textwidth(str) ; h = textheight(str) ; yt-h: 
if Cty. direction = = HORIZ _ DIR) clear. ree(x, y, x ^w, y ^ h); 
else clear rec(x-h, y, x, y+ w); 
outtextxy(x, y, str); 


Z* 在 指定 窗口 гос 边缘 显示 或 掠 除 坐 标 轴 名 称 x / 
void ахіѕ _ name(Rect * rec, char х name, int axis, int dir, int w1 _ c0) 
| itx y, w; 
if С! c0) setcolor(0); else setcolor( 15); 
if (!1name) 5ргїпї (рг _ fm, "x96d", axis + 1); else strcpy(pr _ fm, name); 
w = textwidth(pr fm); settextstyle(0, dir, 1); 
if (dir) | x = rec- 21—10; y= rec- >cy-—w/2; clear, rec(x - 10, y, x, y+ 
wl 
else if (rec — >r — rec- >1< 100) 
Ру = rec= >b + 4; x rece >ex - w/2; clear. tec(x-2, y -2, x *w, y ^8); 
} 
else 
{y F rec- >b + 10; x= rec- >ecx- w/2; clear wec(x-2, y-2,x+w, y+ 
8:1 
outtextxy(x, y, pr. fm); if (dir) settextstyle(0, 0, 1); 
if (!w1. c0) setcolor( 15); 
l 
/* 计算 矩形 窗口 的 中 心 点 图 形 坐 标 。 < / 
void Init _ rect(Rect * win) 
| win- >ex = (win- >1+ win- >r)/2; win- >су = (win- ^tt win- >b)/2; ] 
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/* 生成 浮 点 数 答 出 格式 ни 
char * Pr. Fm(char * s) 
Í sprintf(pr _ fm, ”%s%s”, s, PR. ЕМ); return pr. fm; | 


int lever( DATA f) /* 判定 一 个 泽 点 数 的 量 级 < / 
finti= 0; DATAa = 1.0; 


if (f < 1.0) | whije( 1. — (f/a) > l.e= 1) {1--;а/=10.0;}} 
else | while(ABS(f/a) - 1.071.e—14) fi+ *;a* =10.0; I] 
return (i); 


Z* 字符 串 信息 显示 或 擦 除 ,flag= 0.1 分 别 在 屏幕 底部 倒数 第 二 、 第 一 行 显示 * / 
void massage(char * str, int dx, int flag, int wi _ c0) 
Í odf(wl с) ' ， 

I if (Пав < 0) print _ str(2 *-dx, win.b + 8, str); 
else if (!flag) print _ str(2 + dx, win.b +18, str); 
else print , str(2 + dx, win.b * 28, str); 

l ' I 

else if (str) 

| setcolor(0); 

` H-(fixg<40) print. str(2 + dx, win.b ^ 8, str); 
else'if (Пав) print _ str(2- dx, win.b+ 18, str); 
else print _ str(2 + dx, win. b * 28, str); 
setcolor(7) ; 
l 


else 

1 if (flag 0) clear, гес(2 + dx, win.b* 16, MaxX - 1, win.b+ 24); 

else if (!flag) clear, rec(2 + dx, win.b+ 26, MaxX — 1, win.b+ 34); 

else clear, rec(2 + dx, win.b+ 36, MaxX – 1, win. b * 44); H 


£x 浮 点 信息 显示 或 擦 除 ,flag=0、1 分 别 在 屏幕 底部 倒数 第 二 、 第 一 行 显示 */ 
void massage _ value(DATA d, char * fm, int dx, int flag, int w1 _ c0) 
Í odf(wi 00) 

Í if Сар) print _ value(2 + dx, win.b-- 18, d, Pr Fm(fm)); 

else print _ value(2 + dx, win.b* 28, d, Pr Fm(fm)); 

| . 
else if (£m) ` 5 
1 setcolor(0); ` б 
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if (!flag) print _ value(2 + dx, win.b + 18, d, Pr _ Fm(fm)); 
else print _ value(2 + dx, win.b +28, d, Pr _ Fm(fm)); 
setcolor(7) ; 

l 

else 

| if (!flag) clear _ rec(2+ dx, win.b+17, MaxX ~ 1, win.b +27); 
else clear _ rec(2 + dx, win.b - 27, MaxX — 1, win.b + 37); 


I 
void getstr(int K, int lim) /» 从 键盘 获取 字符 并 顺 次 存 人 KBinput 中 x/ 
| static int i70; int j; 
if (K> = 14 && K< =126) 
| KBinput[i] = K; 
if (i>lim) | massage("The buffer is full! ^, win.1+50, 1, 1); i- —; Í 
i+ +; KBinput[i] = 0; massage(KBinput, win.i + 50, 1, 1); 
j 
switch (K) 
Í case8: massage(KBinput, win.1--50, 1, 0); if (- -i<0) | i=0; break; | 
KBinput[i] = 0; massage(KBinput, win. 1+50, 1, 1); break; 
case 13 : case F1: case F2: 
if(i&&i < lim) massage( NULL, 0, 1, 0); else if (1i) KBinput[0] = 0; 
i20; break; 


void Getstring(char * str) /* 从 键盘 获取 字符 串 于 KBinput 中 */ 
| intK; i 
ршеһ(7); massage( NULL, 0, 0, 0); massage(str, 0, 0, 1); 
do 
| if (kbhit()) | K = getch(); if (!K) K-getch() + 256; getstr(K, 20);1 
if (K= ENT || K= - Fl || K= = F2) break; 
] while (1); 


/ * 初始 化 图 形 显示 窗口 */ 
void Init _ fig (DATA xL, DATA xU, DATA yL, DATA yU, Rect * wv, int flag) 
| *wv = win; 
if (1flag) w- >b = wv- >t + (wv- >b - wv- >{)/2 - 15; 
else if (flag= =1) wy- >t = wv- >t + (wy 2} — wy — >1)/2 + 15; 
езе {wv- >21 = 70; wv- t = flag; | Init_ rect(wv); 
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wv- >region[0][0] = xL; wv- >керїоп[0][1] = xU; 
wv- >герїоп[1][0] yL; wv- >region[1]!1] yU; 
wv- 2factor[0] = (wv- >r- wv- 21)/ (жу – > region[0][1] — wv- 2 геріоп[0110]); 
w- >factor[1] = (wv - >b- w- >t)/(wv- >region[1][1] — wv- >region[11[0]); 


bi 
и 


Z * 在 win 窗口 所 代表 的 相 空间 (dirI0],dir[1]) 平 面 上 以 颜色 p 画 由 状态 向 量 x 定义 的 相 
点 */ 
int plot _ point(DATA *x, Весі * win, int p) 
і int xg, yg: p = p%16; 
xg = win- >l + (x[dir[0]] — win — >region[ dir[0] 1[0]) * win — > factor[dir[0]]; 
yg = win- >b - (x[dir(1]] — win- >region[ dir[1] ][0}) * win- > factor[dir]1]]; 


if (xg< win- 21) xg = win- >1+1; if (xg> win— >r) xg = win- >r—1; 
if (yg< win- >t) yg = win- >t+1; if (yg> win- >b) yg = win~ >b-1; 
if (p> 70) 


Í putpixel(xg, yg. p); 

if (p= =15) /* 画 十 字 花 7 

Í putpixel(xg — 1, yg, 10); putpixel(xg + 1, yg, 10); 
putpixel(xg, yg 1, 10); putpixel(xg, yg * 1, 10); 


l 

else if (p<0) /* ВИ */ 

| int d = 0.1* MIN(win — 2factor[dir(0]], win — 2factor[dir[1] 72; 
setcolor(9 + p); circle(xg, yg, 4/2); 

l 

return xg; 


i ， 
void pr. time(time _ t t) /* 系统 时 间 显 示 x/ 
| inti; char * st; 

st = ctime(&t); i = strlen(st) — 1; st[i] = 0; massage(st, 430, 1, 1); 


/* 显示 或 擦 除 窗口 刻度 */ 

void kedu _ wave(Rect * win, int x, int y, int wl _ c0) 

Í char str[30]; int w; 
if (1w1 _ c0) setcolor(0); else setcolor(15); 
line(win ~ >1— 10, win- >t, win- 21-1, win- >t); 
line(win ~ 71— 10, win- >b, win- >1- 1, win- >b); 
line(win ~ 71, win— >Ь+ 1, win >l, win- 2b-- 10); 
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line(win — >r, win- >b +1, win- >r, win- >b +10); 

print. value(win — >I- 58, win- >t 10, win- > region[ y] [1], Pr _ Fm(^966. 
3") 

print value(win - >1— 58, win- >b — 15, win — —region[ y] [0], Pr „ Fm(^966. 
3”)); 

w = disp. period(str, 0, win ~ >region[x][1], 0); 

print _ value(win - >1— 28, win- > +5, win — >region[x][0], Pr. Fm(str)); 

if (w26) w = (w- 6) * textwidth(" A"); else w = 0; 

print _ value(win- 2r—28- w, win — >b + 5, win— `>>терїоп[х}[1], Pr. Fm(str)); 
if (!w1 _ c0) setcolor(15); 


void Initialize(void) /* 屏幕 图 形 初始 化 及 win 窗口 初始 化 < / 
| inti, j, xasp, yasp; / * Used to read the aspect ratio */ 
int GraphDriver; Z * The Graphics device driver */ 
int GraphMode; /* The Graphics mode value */ 
int ErrorCode; /* Reports any graphics errors */ 


int width = 400; и 


GraphDriver = DETECT; / ж Request auto — detection */ 
initgraph( &GraphDriver, &GraphMode, "" ); 
ErrorCode = graphresult(); / * Read result of initialization */ 
if( ErrorCode ! = grOk )1 /* Error occured during init */ 
printf(" Graphics System Error: ?6s/n", grapherrormsg( ErrorCode ) ); 
exit( 1); 
l 
MaxX = getmaxx(); MaxY = getmaxy(); / * Read size of screen * / 
setcolor( 10) ; setbkcolor(0) $ 


rectangle(0, 0, MaxX, MaxY); setcolor(15); 

getaspectratio( &xasp, &yasp ); /*, read the hardware aspect — */ 
win.t — 33; win.b — win.t * width; 

win.] = 210; win.r = win.] + width; 

for (i=0; iXN; i+ +) 

Í win.factor[i] = (win.r— win} D/(win. region[ i] [1] — win. region ij [0]) ; 1 
Init  rect(&win) ; 


/* Э@ЯЛЕГИЛ ТАРА 
void Init _ winl2(Rect * winl2, int y0) . . ] 
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Í inti, j; 
win12[0] = win12[1] = win; winl2[0].b = winl2[1].b = у; 
i = уб — win.t; win12[1].1 = win.r — i; 


win12[0].r = win12[1].1 — 70; win12[0].1 = winl2[0].r — i; 
for (j-0; j<2; j+ +) 
| for (i=0; i<N; i++) 
| win12[j].factor(i] = . 
Cwinl2[j] .r— win12[j].D/Cwinl2[j E. region[i] [1] - win12[j] .region[i][0]) ; 
I 
Init _ rect(&win12[j]) ; 


void frame(Rect * r, char * namel, char * name2, int dirl, int dir2, int wl _ c0) 


| / 窗口 外 框 显示 或 擦 除 */ 


axis. name(r, namel, dirl, 0, wi. c0); axis. name(r, name2, dir2, 1, wl _ c0); 


if (namel) kedu _ wave(r, 0, 1, wl _ c0); else kedu _ wave(r, dirl, dir2, wl c0); 
if (w1 _ c0) rectangle(r- 21-1, r- >t- 1, r- »r* 1, r- >b+1); ' 
else clear. rec(r- >1-1,r->t-1,r- >rtl,r- >b+1); 

l . ， 


# include < dos. h > 

# include <time.h> 

# include < math. h> 

# include < stdio. h> 

# include < conio. h> 

ft include <string.h> 

t include <stdlib.h> 

# include < graphics.h > 2 
# include "X demon.c X main.h" | 


Rect win; /* 窗口 win 说 明 * / 
char рг _fm[80]，KBinput[80]，str[80]; - 
int  dir[2] (0, 11; /* 窗口 代表 相 空间 的 (dirl0] ,dir[1]) 平 面 жи 


int MaxX, MaxY; 


# include " \ demon. c X duffing.c" 
# include " X demon.c X graph. c” 
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int RKT1(DATA t, РАТА *y) /* Runge- Kutta 法 积分 ,y 为 状态 向 量 */ 
Í inti, k; DATA а[4], d[N], b[N], y0[N], tt; 
a[01 - a[1] = dt/2; 2[2]  a[3] = dt; Func(t, y, d); 
for(i-0; iN; i+ +) y0[i] = bli] = y[il; 
for (k=0; k<3; k+ +) 
Í for(i=0; i<N; i+ +) 
| yli]J=y0li]+a[k] * dli]; b(il-b[i]*a[k * 1] * qij/3; | 
tt-tta[k); Func(tt, y, d); 


l 
for (i-0; i<N;i+ +) yli] - b[i] + dt * 3lil⁄6; 
return 0; 


DATA distance(DATA * p, DATA * h) /* 计算 相 空间 中 两 点 之 间 的 欧 氏 距离 x / 


| intj, jm- №; DATA D, dist-0.; 
for (j-0; j<jm; j+ +) ED = hij] — plj); D x = D; dist += D; | 
return(sqrt(dist)); 


int poicare( DATA *10, DATA * x) /* 积分 一 个 扰 力 周期 ,x 为 状态 向 量 < / 
1 DATA t= +0; int i; 
for (i21; iX —imT; i+ +) f t + = dt; if (RKT1(t, x)) return 0; | 


*10 = t; return 1; 


их 画 稳 态 运动 波形 , 若 将 参数 TIO0 RENE, ШШ UE IS SUC x 为 初始 条 件 */ 
void wave _ plot( DATA * x, Rect * wv) H 
Í inti, j; DATA t=0.0, t0, w _ t[21; Lint k, m = PSD; 
frame(&wv[0]., "t(s)", NULL, dir[01, dir[0]. 1); 
frame(&wv[1], "t(s)", NULL, dir[O], dir[1], 1); б. 
sprintf(str, "%5= 96d, %5= 95d", set. name[ Т100роѕі], T100, 
set _ name[PSDposi], PSD); 
massage( NULL, 0, 0, 0); massage(str, 0, 0, 1); 
massage(" Wait a moment. ..... ",0,1, 1); 
for (120; i< T100; i+ +) Í if (1poicare(&t, x)) return; | 
t0 = t; m * = imT; 
for (k-0l; К<т; k+ +) 
Í t+= dt; w t[0] = t-t0; if (RKTi (t, x)) return; 
w. tli] = x[dir[0]]; plot _ point(w _ t, &wv[0], 12); 
w 11 = xidir[1]]; plot _ point(w _ t, &wv[1], 12); 
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l 
massage(NULL, 0, 1, 0); putch(7); 
i 


/* BIBES АА ВИН Я Poincaré ЁШ ЕЛЕНИ E x 为 初始 条 件 = / 
int trajectory DATA * x, DATA t0, Rect * bf, Rect * win, int flag) 
Í int i, j; DATA t=0.0; Lint k, m= PS; 
clear, rec(win[0].1, win[0].t, win[O].r, win[O].b); equilibrinm(&win[O]); 
if (flag) 
Í clear _ rec(win(1].1, win[1].t, win[1].r, win[1].b); equilibrium(&win[1]); | 
else 
Í sprintf(str, ”%s= 96d, %5= "6d", set _ name( Т100роѕі], T100, 
set _ name[PSposi], PS); 
massage(NULL, 0, 0, 0); massage(str, 0, 0, 1); 
massage(” Wait a moment. ..... ",0,1, 1); 
і 
for (i=0; 1<Т100; i+ +) Í if (!poicare(&t, х)) return 0; | 
m * = imT; 
for (k=0]; К<т; К+ +) 
{ t += dt; if (RKT1(t, x)) return 0; plot _ point(x, &win[D], 10); 
if (flag && !(k%imT)) 
1 DATA w _р[2]; 
plot. point(x, &win[1], 10); w _ p[0] = eps; 
w. p[1] = x[Bifur. ampl]; plot point(w _ p, bf, 14); 


l 

equilibrium(&win[0]) ; 

if (flag) equilibrium(&win[1]) ; else massage( NULL, 0, 1, 0); 
return 0; ' 


Иж 将 物理 边界 赋值 给 窗口 win 并 取得 初始 条 御 + / 
void read _ region(DATA * x) 
Í inti,j; 
for (i=0; i<N; i+ +) 
| for (j=0;j<2; j+ +) win.region[ilij] = герїоп{1][]}; 
x[i] = рагат[1Срозї+1]; 
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Z * ПЕТКЕ Е.) GLAS, ЕНТ < / 
void bifurcation( Rect * bf, Rect * win) 
] inti; DATA x[N], t=0.; 
massage( NULL, 0, 0, 0); massage( NULL, 0, 1, 0); 
frame(bf, par _ name[par], NULL, dir[0], Bifur.. ampl, 1); 
frame(&win[0], NULL, NULL, dir[0], dir[1]. 1): 4 
frame(&win[1], NULL, NULL, dir[0], dir[1], 1); t 
sprintf(str, ”%s=%d, %в= %d”, set. патеЕТ100роѕіј, T100, 
set _ name[PSposi], PS); 
massage(NULL, 0, 0, 0); * massage(str, 0, 0, 1); 
7, 0, 1, 1); 


massage(^Wait a moment. . 
do . ， ' 
{ read _region(x); sprintf(str, ”%s= %10.6H”, раг _ пате[раг], eps); 
axis _name(bf, str, 0, 0, 1); trajectory(x, t, bf, win, 1); 
if (kbhit()) Í i = getch(); if (!i) i=getch()+256; break; | 
eps + = dp; 


| while (eps<pU); title(); axis. name(bf, str, 0, 0, 0); putch(7); `. 


axis _ name(bf, раг _ name[par], 0, 0, 1); massage(NULL, 0, 1, 0); 


/ x 计算 Lyapunov 指数 、 初 值 敏感 性 演示 x / А 
DATA Lyapunov _ index(DATA * x, DATA t0, Rect * rec, int flag) Uu 


Í int k; Lint i, m, m0; 
DATA 40=0.001, Ind0, d, sum _ In _ di=0.0, t= #0; DATA z[N], x0[N], 201 
massage(NULL, 0, 0, 0); massage(" Wait a moment. ..... ^,0,1, 1); 
if (flag<1) 
{ 40 = 0.00001; m = Periods; -y 


sprintf(str, ”%я = %d, %в= %g”, set _namef Т100ров1}, 
T100, set_ name[Periodsposi], Periods); 
massage(str, 0, 0, 1); 


else 

| clear, rec(rec - 71, rec - >t, rec - >r, rec - >b); ， m 
Ю = 0.001; if (Пав >10) m = F100 +10); else m = Т100 + flag; 
sprintf(str, ”%łd cycles will be integrated", m); massage(str, 0, 0, 13. 


l i ' ' 
for (k=0; k<N; k+ +) { z[k] = z0[k] = x[k] + dO; 'xO[k] = x[k]; | 
piot _ point(x0, &win, 10); plot... point(z0, &win, 12); 

40 = distance(x, 2); IndO = log(d0); 

m * = imT; m0 = T100 * (LinDimT; 


NÌ; 
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if (Пав<1) ， 
Í for (k=0; E<N; К+ +) Í x[k] = xO[k]; zik] = x[k] + dO;] 
for (i=0l; i<m0; it +) Я 
| t += dt; if (RKT1(t, х)) return 0; if (ЕКТІ (t, 2)) return 0; 
d = distance(x, z); sum _In _ di + = log(d); ' 
for (k=0; КСМ; k+ + )'z[k] = x[k] + 40*(ж[К}—х[К])/4; ` 
l ` ion 
for (; i<m; i+ +) 1 ， ， 
| t+= dt; if (RKT1(t, x)) return 0; if (RKTI(t, z)) return 0; 
if (flag 0 && (!(i?oimT))) plot. point(x, rec, 10); 
d = distance(x, z); sum. In di + = log(d): 
for (k=0; k XN; k- +) zlk] = x[k] + 40 * (zik] - xIk/d; 


i 
40 = m; d = sum _ In _ 21/00; d = (d ~ Ind0)/dt; 
equilibrium(&win); massage(NULL, 0;:1, 0); 
massage. value(d; "Lis %+13.,9”, 0, 1, 1); © ' 
i o ‚ 
else if (imT« =200) 
{ DATA X0[4001[N], Z0[400][N]; int h=0, im =2 * imT; equilibrium(&win)s 
for (0=0D_i<im;i+ +) ^ : ' D "I 
| t += dt; if (RKTI (t, x)) return 0; if (RKTI1(t, z)) return 0; 
for (k=0; kXN; k+ +) | XO[h][k] = x[k]; Z0[h]Iki'= z[k]; } 2, 


plot. point(x, rec, 10) ; plot _ point(z, rec, 12); htt; f 
l 
h = 0; `. 


Í plot. point(XO[h]. гес, 0); + plot -point(Z0[h], rec, 0); t += dt; 
if (RKT1(t, x)) return 0; if (RKT1(t, z)) return 0; < 
for (k=0; kNz k+ + у [XO[h][k] = x[k]; Z0[hJ[k] = z[k]; } 
plot _ point(x, rec, 10); plot _ point(z, rec, 12); 
if (!(i%imT)) equilibrium(&win); КЫ 
if (+ +Ъ> =im) h = 0; Hoa 
if (kbhit()) Í i = getch(); if (14) i7 getch() + 256; break; | ' e 
delay(200); i с, ‚ ^ 

l ©, ; А 


for (; і<т0; i+ +) ДЕ 


Í plot_ point( XO[ h], rec, 0); plot _ point(ZO[h], rec, 0); * t + idt; 
if (RKTI(t, x)) return 0; (ЕКТІ (Е, z)) return 0; ME 
for (k=0; k<N; k+ +) | XO[bH Kk] = x[k]; ZO[h][k] = z[k]; ! 
plot. point(x, rec, 10); plot. point(z, rec, 12); 


if (!(i96imT)) equilibrium(&win); й ^ Сое 
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if (+ +h>=im) h = 0; 


if (kbhit()) Í i = getch(); if (li) i=getch() +256; break; | 


delay(10); 
l 


for (; i<m; i+ +) 


| plot... point(XO[h], rec, 0); plot _ point( Z0 h], rec, 0); 
if (RKTI(t, x)) return 0; if (RKTI(t, z)) return 0; 
for (k=0; k<N; k+ +) | XO[h][k] = x[k]; ZO[hNHk] 


plot _ point(x, rec, 10); plot. point(z, rec, 12); 
if (!(i%imT)) equilibrium(&win) ; 
if (+ +h> = ім) h = 0; 
if (kbhit()) Ë i = getch(); if (ti) i= getch() +256; 
delay(200); 

l 

plot. point(x, rec, — 5); plot. point(z, тес, —6); 


plot _ point(x0, &win, —10); plot _ point(zO, &win, — 12); 


massage(NULL, 0, 1, 0); putch( 7); equilibrium(&win) ; 
l 


| massage("I' ve not enough memery to do this job!", 0, 1, 1): putch(7); 


l 
plot _ point(x0, &win, 0); return(d) ; 


int menu(int 70) /* 功能 菜单 显示 < / 
Í unti, х= 10, y 2 y0* 10; setcolor(12) ; 
for (i21; i<8; i++) i 


Í sprintf(KBinput, “F%d:”, i); print _ str(x, y, KBinput); 
x + = 30; y = у0+ 10; setcolor(10); 

print _ str(x, y, "Display settings( + )”); y + = 14; 
print _ str(x, y, "Display settings( — )”); y + = 14; 
print _ str(x, y, "Time History"); y + = 14; 
print. str(x, y, “Trajectory”); y + = 14; 
print _ str(x, y, "Poincare & Lyapunov”); y + = 14; 
print _ str(x, y, "sensitivity to IC"); y t= 14; 
print _ str(x, y, "Bifurcation Plot"); y += 14; 


return y; 


/ * 功能 切换 准备 KO 代表 当前 功能 ,K 代表 将 要 切换 的 功能 = / 


t += dt; 


z{k]; | 


y += 14;} 


void alter _ fig(int K, int KO, Rect * wv, Rect * bf, Rect * win12) 


i 


i 
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if (K> = ЕЗ && K< = Е7) 


if СКО && (K= = F3 || K= =F7)) 
frame(&win, NULL, NULL, dir[0], dir[1], 0); 
if (K0- = F3) 
{ if (K! = F3) 
| frame(&wvi0], ”t(s)”, NULL, dir[0]. dir[0], 0); 
frame(&wv[1], "t(s)", NULL, dir[0], dir[1], 0); 
| 
else 
| clear rec(wv[0].1, wvfO]. t, wv[0].r, wv[0].b); 
Clear _ rec(wv[13.1, wv[1].t, wy[1].r, wv[1].b) ; 
l 
l 
if (K0 = = F7) 
Í if (K!=F7) 


| frame(bf, par. name[par], NULL, dir[0], Bifur _ ampl, 0); 
frame(&win12[0], NULL, NULL, dir[0], dir[1], 0); 
frame(&winI2[1], NULL, NULL, dir[0], dir[1], 0); 


| 
else clear _ rec(bf — >], bf — >t, bf — >r, bf- >b); 
l . 
if ((K0= = F3 || K0 = = F7) && К>ЕЗ && K< F7) 
frame(&win, NULL, NULL, dir[0], dir[1], 1); 


ER */ i 


main() 


inti, y0, K, KO-F3; par. no= 0; 
DATA x|N], f, t-0.0; 
read _ region( x); Initialize() ; 


time _ t 10—0, tt; 
y0 = title() ; 


Rect Rwave[2], Rbifor, win12[2] ; 


Init _ fig(0., T * PSD, regiondir[0] ][0], region[dir[0]][1], &Rwave[0], 0); 
Init _ fig(0., T * PSD, region[dir[1] 1[0], region[dir[1]}[1], &Rwave[1]. 1); 


yo 


Init fig(eps, pU, region[Bifur _ 
Init. | wini2(win12, y0 ~ 40); 
wave. plot(x, Rwave); 


do 


= memu(y0) + 24; 
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ampt][0], region[Bifur ampl][1], &Rbifur, y0); 


*/ 
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Í df (kbhit()) /» 答 测 是 否 有 按键 */ 
Í K = getch(); if (TK) K = getch() +256; /* 取得 键 位 码 */ 
if (K> F2 & K< F8) - 
| if (K!=F7) 


Í alter, fig(K, КО, Rwave, &Rbifur, win12); read _ region{x); switch(K) 
| case F3: wave. plot(x, Rwave); case F4: trajectory(x, t, &Rbifur, &win, 
0); putch(7); break; 
case F5: Lyapunov _ index(x, 0., &win, — 1); putch(7); break; 
case F6: Lyapunov _ index(x, 0., &win, 10); break; 
case F7: sprintf(str, 
"The interval! of CP is [%10.61f — 9610.61f], the step of CP is 969. 4le", 
eps, pU, dp)» 
massage(str, 0, 0, 1); : massage(NULL, 0, 1, 0); 
sprintf(str, 
"and the IC is (9610.61f — 9510.61f), Continue(y/n)?", 
param[ICposi], param[1Cposi + 1]) ; 
puitch(7); massage(str, 0, 1, 1); 
df {i= getch), i= y" & il —-^Y'5 
| massage(NULL, 0, 0, 0); K = K0; 
massage( NULL, 0, 1, 0); break; 
| 
alter _ fig(K, КО, Rwave, &Rbifur, win12); 
bifurcation(&Rbifur, win12); break; 
default: break; ^ ^ ^ коа 
{ ` байа 
if (K = = F3 || K= = F7) КО = K; eise КО = 0; 
} 
else if (K= = F1 || К==Е2 | | К= = НОМЕ | | K= =END) 
Í i= MAX(parS, SettingS); disp. settings(par _ no, 0); 


switch(K) 

L caseFi:" par no* +; if (par no- =i) par _no = 0; break; 
case F2: par. no— – ; if (par. no<0) par _ no = i — 1; break; 
case HOME: par, no 7:0; И ton break; 

' "case END: par..mo = і ~ 1; - i breák; 
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disp. settings(par no, 1); 
pe mM er i - ] 
else switch(K) [ case BKSPACE: massage(NULL, 0, 0, 0); break; | 
if (K= —ESC) break;  ， /* 退出 程序 x7 . 
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if (time(&tt) — t07» 11) 
Í tO = tt; setcolor(11); pr. tíme(tt); setcolor(15); | 
] while(1); 


closegraph() ; 
! 
Z* 程序 文本 结束 < / 


